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      Vážení čtenáři,
    

    snad mi jako vydavateli této skvělé knihy odpustíte, když hned úvodem poruším jedno její nepsané, leč velmi pedanticky dodržované pravidlo. Totiž to, že všechny zde vyřčené či spíše zapsané věty jsou podloženy precizními důkazy. Mé tvrzení se opírá pouze o mé vlastní subjektivní pozorování a pro jakýkoliv seriózní důkaz mi chybí dostatek píle a vlastně i znalostí.

    Nicméně přesto věřím, že mnoho čtenářů pokýve hlavou, když prohlásím, že v současné době programuje kde kdo, ale skutečných programátorů je přibližně jako známého vzácného koření z čeledi kosatcovitých. Bez ohledu na to, jakým programovacím jazykem píšeme a o jaký typ softwaru jde, hlavním rozdělovníkem mezi programátorem a skutečným programátorem pro mě vždy byla schopnost pochopit a používat efektivní algoritmy a datové struktury.

    Aniž bych chtěl nějak negativně ovlivnit živobytí výrobců hardwaru, přál jsem si vždy, aby skutečných programátorů bylo co nejvíce. Proto jsem ani na vteřinu neváhal s nabídkou, když za mnou přišel můj bývalý spolužák a také mimo jiné vynikající dlouholetý pedagog Martin Mareš s tím, že s Tomášem Vallou píší knihu o algoritmech a hledají, kdo by jim ji mohl vydat. Jen těžko najít v této zemi tak oddané propagátory tohoto umění jako právě je dva!

    Přeji vám tedy příjemné čtení této poučné knihy. Martin i Tomáš vám v ní velmi podrobně vysvětlí, jak se labyrintem algoritmů prochází. Zdali v něm i v budoucnu vždy najdete správnou cestu, záleží jen na tom, jak podrobně budete číst.

    
      Ondřej Filip, CZ.NIC
      

      Praha, 9. června 2017
    

  
    Předmluva autorů

  
    Předmluva autorů

    Každý, kdo se pokusí napsat složitější počítačový program, brzy zjistí, že více než na detailech konkrétního programovacího jazyka záleží na tom, jak řešení komplikované úlohy vyjádřit pomocí řady elementárních kroků srozumitelných počítači.

    Tomuto vyjádření se obvykle říká algoritmus a právě tím, jak algoritmy navrhovat a analyzovat, se bude zabývat celá tato kniha. Napsali jsme ji pro každého, kdo už umí trochu programovat v jakémkoliv jazyce a chtěl by se naučit algoritmicky myslet. Hodit se může jak studentovi informatiky, tak zkušenému programátorovi z praxe.

    Kniha vychází z mnoha let našich přednášek: Martinových na Matematicko-fyzikální fakultě Univerzity Karlovy a Tomášových na Fakultě informačních technologií Českého vysokého učení technického. Kniha pokrývá obsah obou přednášek, ale často se snaží vám čtenářům ukázat i něco navíc – naznačit, jak rozvyprávěný příběh pokračuje.

    Jelikož se k analýze algoritmů obvykle používají matematické prostředky, předpokládáme, že čtenáři jsou zběhlí ve středoškolské matematice (logaritmy, exponenciály, jednoduchá kombinatorika) a základech vysokoškolské (jednoduchá lineární algebra a matematická analýza, teorie grafů). Většinou se snažíme vystačit si s co nejjednodušším aparátem, případně čtenáře odkázat na vhodný zdroj, ze kterého se lze aparát doučit. Upozorňujeme, že oproti středoškolským zvyklostem považujeme nulu za přirozené číslo a místo desetinné čárky píšeme tečku.

    Algoritmy nezapisujeme v žádném konkrétním programovacím jazyce, nýbrž v takzvaném pseudokódu – abstraktním zápisu, který je příjemně srozumitelný člověku, ale také se dá s minimem úsilí převést do libovolného programovacího jazyka. Na začátku knihy píšeme pseudokódy velmi detailně, později se stávají abstraktnějšími, protože čtenář už dávno pochopil základní obraty a nemá smysl je znovu podrobně rozepisovat.

    Nedílnou součástí výkladu jsou cvičení v závěru většiny oddílů. Ponoukají čtenáře k tomu, aby nad myšlenkami z daného oddílu uvažoval a pokusil se je použít k řešení dalších úloh. Pokud si nebudete vědět rady, na konci knihy najdete k některým cvičením nápovědu. Občas je na konci kapitoly ještě jeden oddíl s dalšími úlohami na procvičení látky z celé kapitoly.

    Některá cvičení a oddíly knihy jsou označeny jednou nebo dvěma hvězdičkami. To znamená, že se v nich nachází pokročilejší a často také o něco obtížnější materiál. Při prvním čtení je doporučujeme přeskakovat, později si je užijete mnohem více. Mimo jiné proto, že se v nich mohou hodit znalosti z následujících kapitol.

    Na konci knihy naleznete rejstřík, který také obsahuje přehled používaného matematického značení. Jednopísmenné značky jsou zařazeny pod příslušnými písmeny, ostatní symboly na začátku rejstříku.

    Dodejme ještě, že do každé odborné knihy se přes všechnu snahu autorů vloudí pár chyb. Pokud na nějakou narazíte, dejte nám prosím vědět na adrese pruvodce@ucw.cz, ať ji můžeme v příštím vydání opravit. Seznam všech nalezených chyb budeme udržovat na webové stránce http://pruvodce.ucw.cz/. Tamtéž najdete elektronickou verzi celé knihy.

    Doporučená literatura

    Rádi bychom zmínili několik knih, jež nás při přednášení a psaní inspirovaly, a doporučili je všem čtenářům, kteří by se rádi o algoritmech dozvěděli více. Mnohá témata zmíněná v naší knize pokrývá monumentální dílo Introduction to Algorithms [2] od Cormena a spol. Učebnice Algorithms [3] od Dasgupty a spol. je méně encyklopedická, ale daleko bližší našemu způsobu uvažování – je psaná neformálně, a přitom přesně. Podobně kniha Algorithm Design [6] od Jona Kleinberga a Évy Tardos, která se výrazně více věnuje randomizovaným algoritmům a partiím na pomezí teorie složitosti. Zajímavé implementační triky se lze naučit z knihy Competitive Programmer's Handbook [7] od Antti Laaksonena.

    Českých knih o algoritmech existuje pomálu. Pomineme-li překlady, jsou první a donedávna i poslední učebnicí algoritmizace Algoritmy a programovací techniky [11] od Töpfera. Oproti naší knize se daleko více věnují programátorskému řemeslu a výklad algoritmů ilustrují detailní implementací v Pascalu.

    Kdo se chce věnovat řešení algoritmických úloh, najde rozsáhlý archiv na webových stránkách http://ksp.mff.cuni.cz/ Korespondenčního semináře z programování MFF UK a http://mo.mff.cuni.cz/ Matematické olympiády kategorie P. Dalším zajímavým zdrojem úloh je Skienův The Algorithm Design Manual [10].

    Partie kombinatoriky a teorie grafů používané při analýze algoritmů pokrývají vynikající Kapitoly z diskrétní matematiky [9] od Matouška a Nešetřila. Aplikacemi grafů v informatice se zabývá také kniha Jiřího Demela [4]. Pokročilejší kombinatorice a asymptotické analýze se věnuje Concrete Mathematics [5] od Grahama, Knutha a Patashnika.

    Poděkování

    Rádi bychom poděkovali kolegům, kteří si obětavě přečetli mnoho pracovních verzí knihy a přispěli svými radami, připomínkami, opravami a cvičeními. Díky patří Tomáši Gavenčiakovi, Janu Hricovi, Radku Huškovi, Jiřímu Matouškovi, Janu Musílkovi, Ondřeji Suchému a Pavlu Töpferovi.

    Uvažovat, přednášet a psát o algoritmech nás naučila především léta organizování Korespondenčního semináře z programování a semináře Introduction to problem solving. Z úloh KSP také pochází část našich cvičení. Za inspiraci děkujeme všem minulým i současným organizátorům KSP a IPS, zejména pak Karry Burešové, Meggy Calábkové, Zdeňku Dvořákovi, Ondrovi Hlavatému, Danovi Kráľovi, Martinu Krulišovi, Janu Matějkovi, Michalu Pokornému, Jirkovi Setničkovi, Milanu Strakovi, Filipu Štědronskému, Michalu Vanerovi a Pavlu Veselému.

    Díky patří též studentům, kteří pořizovali zápisy z našich prvních přednášek, sloužící jako inspirace k této knize. Byli to: Kateřina Böhmová, Lucia Banáková, Rudolf Barczi, Peter Bašista, Jakub Břečka, Roman Cinkais, Ján Černý, Michal Demín, Jiří Fajfr, Martin Franců, František Haško, Lukáš Hermann, Ondřej Hoferek, Tomáš Hubík, Josef Chludil, Martin Chytil, Jindřich Ivánek, Karel Jakubec, Petr Jankovský, František Kačmarik, Kamil Kaščák, Matej Klaučo, Pavel Klavík, Tereza Klimošová, Vojtěch Kolomičenko, Michal Kozák, Karel Král, Radoslav Krivák, Vincent Kríž, Vladimír Kudelas, Jiří Kunčar, Martin Kupec, Jiří Machálek, Ľuboš Magic, Bohdan Maslowski, Štěpán Masojídek, Jakub Melka, Jozef Menda, Petr Musil, Jan Návrat, Gábor Ocsovszky, Martin Petr, Oto Petřík, Martin Polák, Markéta Popelová, Daniel Remiš, Dušan Renát, Pavol Rohár, Miroslav Řezáč, Luděk Slinták, Michal Staša, Pavel Taufer, Ondrej Tichý, Radek Tupec, Vojtěch Tůma, Barbora Urbancová, Michal Vachna, Karel Vandas, Radim Vansa, Jan Volec a Jan Záloha.
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    V neposlední řadě děkujeme našim rodinám, které se smířily s tím, že tátové tráví večery a noci nad knihou. A také Katedře aplikované matematiky MFF UK a Katedře teoretické informatiky FIT ČVUT za příjemné a velmi inspirující pracovní prostředí.

    Přejeme vám příjemné čtení

    Martin Mareš

    Tomáš Valla
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    Oddíly a cvičení označené hvězdičkami obsahují pokročilejší materiál. Při prvním čtení je doporučujeme přeskakovat.

  
    1 Příklady na úvod

  
    1  Příklady na úvod

    Tématem této knihy má být návrh a analýza algoritmů. Měli bychom tedy nejdříve říci, co to algoritmus je. Formální definice je překvapivě obtížná. Nejspíš se shodneme na tom, že je to nějaký formální postup, jak něco provést, a že by měl být tak podrobný, aby byl srozumitelný i počítači. Jenže detaily už vůbec nejsou tak zřejmé. Proto s pořádným zavedením pojmů ještě kapitolu počkáme a zatím se podíváme na několik konkrétních příkladů algoritmů.

    1.1  Úsek s největším součtem

    Náš první příklad se bude týkat posloupností. Máme zadanou nějakou posloupnost celých čísel x1, …, xn a chceme v ní nalézt úsek (tím myslíme souvislou podposloupnost), jehož součet je největší možný. Takovému úseku budeme říkat nejbohatší. Jako výstup nám postačí hodnota součtu, nebude nutné ohlásit přesnou polohu úseku.

    Nejprve si rozmyslíme triviální případy: Kdyby se na vstupu nevyskytovalo žádné záporné číslo, má evidentně maximální součet celá vstupní posloupnost. Pokud by naopak byla všechna xi záporná, nejlepší je odpovědět prázdným úsekem, který má nulový součet; všechny ostatní úseky mají součet záporný.

    Obecný případ bude komplikovanější: například v posloupnosti

    
      [image: [picture]]
    

    najdeme dva úseky kladných čísel se součtem 9 (totiž 4, 5 a 2, 7), ale dokonce se hodí spojit je přes záporná čísla −1, −5 do jediného úseku se součtem 12. Naopak hodnotu −2 se použít nevyplácí, jelikož přes ní je dosažitelná pouze počáteční jednička, takže bychom si o 1 pohoršili.

    Nejpřímočařejší možný algoritmus by téměř doslovně kopíroval zadání: Vyzkoušel by všechny možnosti, kde může úsek začínat a končit, pro každou z nich by spočítal součet prvků v úseku a pak našel z těchto součtů maximum.

    
      
        Algoritmus
        MaxSoučet1
      

      Vstup: Posloupnost X = x1, …, xn uložená v poli

      
        	
          m ← 0
          ◃ zatím jsme potkali jen prázdný úsek
        

        	Pro i = 1, …, n opakujeme: ◃ i je začátek úseku

        	Pro j = i, …, n opakujeme: ◃ j je konec úseku

        	
          s ← 0
          ◃ součet úseku
        

        	Pro k = i, …, j opakujeme:

        	
          s ← s + xk
        

        	
          m ← max(m, s)
        

      

      Výstup: Součet m nejbohatšího úseku v X

    

    Pojďme alespoň zhruba odhadnout, jak rychlý tento postup je. Prozkoumáme řádově n2 dvojic (začátek, konec) a pro každou z nich strávíme řádově n kroků počítáním součtu. To dohromady dává řádově n3 kroků, což už pro n = 1 000 budou miliardy. Zkusme přijít na rychlejší způsob.

    Podívejme se, čím náš první algoritmus tráví nejvíce času. Jistě počítáním součtů. Například sčítá jak úsek xi, …, xj, tak xi, …, xj+1, aniž by využil toho, že druhý součet je prostě o xj+1 vyšší než ten první. Nabízí se zvolit pevný začátek úseku i a pak zkoušet všechny možné konce j od nejlevějšího k nejpravějšímu. Každý další součet pak dovedeme triviálně spočítat z předchozího. Pro jedno i tedy provedeme řádově n kroků, celkově pak řádově n2.

    
      
        Algoritmus
        MaxSoučet2
      

      Vstup: Posloupnost X = x1, …, xn uložená v poli

      
        	
          m ← 0
          ◃ zatím jsme potkali jen prázdný úsek
        

        	Pro i = 1, …, n opakujeme: ◃ i je začátek úseku

        	
          s ← 0
          ◃ součet úseku
        

        	Pro j = i, …, n opakujeme: ◃ j je konec úseku

        	
          s ← s + xj
        

        	
          m ← max(m, s)
        

      

      Výstup: Součet m nejbohatšího úseku v X

    

    Myšlenka průběžného přepočítávání se ale dá využít i lépe, totiž na celou úlohu. Uvažujme, jak se změní výsledek, když ke vstupu x1, …, xn přidáme ještě xn+1. Všechny úseky původního vstupu zůstanou zachovány a navíc k nim přibudou nové úseky tvaru xi, …, xn+1. Stačí tedy ověřit, zda součet některého z nových úseků nepřekročil dosavadní maximum, čili porovnat maximum se součtem nejbohatšího koncového úseku nové posloupnosti.

    Nejbohatší koncový úsek také neumíme najít v konstantním čase, ale pojďme tutéž myšlenku použít ještě jednou. Jak se změní koncové úseky po přidání xn? Všem stávajícím koncovým úsekům stoupne součet o xn a navíc vznikne nový koncový úsek obsahující samotné xn. Maximální součet je proto roven buď předchozímu maximálnímu součtu plus xn, nebo samotnému xn – podle toho, co je větší.

    Označíme-li si tedy k maximální součet koncového úseku, přidáním nového prvku se tato hodnota změní na max(k + xn, xn) = xn + max(k, 0). Jinými slovy: počítáme průběžné součty, ale pokud součet klesne pod nulu, tak ho vynulujeme. Hledaný maximální součet m je pak maximem ze všech průběžných součtů. Tímto principem se řídí náš třetí algoritmus:

    
      
        Algoritmus
        MaxSoučet3
      

      Vstup: Posloupnost X = x1, …, xn uložená v poli

      
        	
          m ← 0
          ◃ prázdný úsek je tu vždy
        

        	
          k ← 0
          ◃ maximální součet koncového úseku
        

        	Pro i od 1 do n opakujeme:

        	
          k ← max(k, 0) + xi
        

        	
          m ← max(m, k)
        

      

      Výstup: Součet m nejbohatšího úseku v X

    

    V každém průchodu cyklem potřebujeme na přepočítání proměnných k a m pouze konstantně mnoho operací. Celkem jich tedy algoritmus provede řádově n, tedy lineárně s velikostí vstupu. Hodnoty ze vstupu navíc potřebuje jen jednou, takže je může číst postupně a vystačí si tudíž s konstantním množstvím paměti.

    Dodejme ještě, že úvaha typu „jak se změní výstup, když na konec vstupu přidáme další prvek?“ je poměrně častá. Vysloužila si proto zvláštní jméno, algoritmům tohoto druhu se říká inkrementální. Ještě se s nimi několikrát potkáme.

    Cvičení

    1. Upravte algoritmus MaxSoučet3, aby oznámil nejen maximální součet, ale také polohu příslušného úseku.

    2. Na vstupu je text složený z písmen české abecedy a mezer. Vymyslete algoritmus, který najde nejdelší úsek textu, v němž se žádné písmeno neopakuje.

    3. Najděte v českém textu nejkratší úsek, který obsahuje všechna písmena abecedy. Malá a velká písmena nerozlišujte.

    4.* Úsek posloupnosti je k-hladký (pro k ≥ 0), pokud se každé dva jeho prvky liší nejvýše o k. Popište co nejefektivnější algoritmus pro hledání nejdelšího k-hladkého úseku.

    5. Jak spočítat kombinační číslo (n k)? Výpočtu přímo podle definice brání potenciálně obrovské mezivýsledky (až n!), které se nevejdou do celočíselné proměnné. Navrhněte algoritmus, který si vystačí s čísly omezenými n-násobkem výsledku.

    1.2  Binární vyhledávání

    Jak se hledá slovo ve slovníku? Jistě můžeme slovníkem listovat stránku po stránce a pečlivě zkoumat slovo po slovu. Jsme-li dostatečně trpěliví, hledané slovo nakonec najdeme, nebo slovník skončí a můžeme si být jistí, že slovo neobsahoval.

    Listování slovníkem může být dobrá zábava na dlouhé zimní večery (nebo spíš na celou polární noc), ale obvykle hledáme jinak: otevřeme slovník někde uprostřed, podíváme se, jak blízko jsme k hledanému slovu, a na základě toho nadále aplikujeme stejný postup buďto v levé, anebo pravé části rozevřeného slovníku.

    Nyní se tento postup pokusíme popsat precizně. Získáme tak algoritmus, kterému se říká binární vyhledávání nebo také hledání půlením intervalu. Na vstupu dostaneme nějakou uspořádanou posloupnost x1≤ x2≤ … ≤ xn a hledaný prvek y.

    Postupujeme takto: pamatujeme si interval xℓ, …, xr, ve kterém se prvek může nacházet. Na počátku je ℓ = 1 a r = n. V každém kroku vybereme prvek ležící uprostřed (nebo přibližně uprostřed, pokud je prvků sudý počet). Ten bude sloužit jako mezník oddělující levou polovinu od pravé. Pokud se mezník rovná hledanému y, můžeme hned úspěšně skončit. Pokud je menší než y, znamená to, že y se může nacházet jen napravo od něj – všechny prvky nalevo jsou menší než mezník, tím pádem i menší než y. A pokud je naopak mezník větší než y, víme, že y se může nacházet pouze v levé polovině.

    Postupně tedy interval [ℓ, r] zmenšujeme na polovinu, čtvrtinu, atd., až se dostaneme do stavu, kdy prohledávaný úsek pole má velikost jednoho prvku, nebo je dokonce prázdný. Pak už se snadno přesvědčíme, zda jsme hledaný prvek našli.

    V pseudokódu náš algoritmus vypadá následovně.

    
      AlgoritmusBinSearch (hledání půlením intervalu)

      Vstup: Uspořádaná posloupnost x1≤ … ≤ xn, hledaný prvek y

      
        	ℓ ← 1, r ← n◃ xℓ, …, xr tvoří prohledávaný úsek pole

        	Dokud je ℓ ≤ r:

        	
          s ← ⌊(ℓ + r)/2⌋
          ◃ střed prohledávaného úseku
        

        	Pokud je y = xs: vrátíme s a skončíme.

        	Pokud je y > xs:

        	
          ℓ ← s + 1
          ◃ přesouváme se napravo
        

        	Jinak:

        	
          r ← s − 1
          ◃ přesouváme se nalevo
        

        	Vrátíme 0. ◃ nenašli jsme

      

      Výstup: Index hledaného prvku, případně 0, pokud prvek v poli není

    

    Pokusme se poctivě dokázat, že algoritmus funguje. Především nahlédneme, že výpočet se vždy zastaví: v každém průchodu cyklem zmenšíme prohledávaný úsek alespoň o 1. Korektnost pak plyne z toho, že kdykoliv oblast zmenšíme, odstraníme z ní jen prvky, které jsou zaručeně různé od y. Jakmile tedy algoritmus skončí, buďto jsme y našli, nebo jsme naopak vyloučili všechny možnosti, kde by mohlo být.

    Nyní ukážeme, že binární vyhledávání je mnohem rychlejší než probrání všech prvků.

    Věta: Při hledání v posloupnosti délky n provede algoritmus BinSearch nejvýše log2 n průchodů cyklem.

    Důkaz: Stačí nahlédnout, že v každém průchodu cyklem se velikost prohledávaného úseku zmenší alespoň dvakrát. Proto po k průchodech úsek obsahuje nejvýše n/2k prvků, takže pro k > log2 n je úsek nutně prázdný.  □

    Na závěr dodejme, že prvky naší posloupnosti vůbec nemusí být čísla: stačí, aby to byly libovolné objekty, které jsme schopni mezi sebou porovnávat. Třeba slova ve slovníku. V oddílu 3.3 navíc dokážeme, že logaritmický počet porovnání je nejlepší možný.

    Dvojice se zadaným součtem

    Podívejme se ještě na jeden příbuzný problém. Opět dostaneme na vstupu nějakou uspořádanou posloupnost x1≤ x2≤ … ≤ xn a číslo s. Tentokrát ovšem nehledáme jeden prvek, nýbrž dva (ne nutně různé), jejichž součet je s.

    Řešení „hrubou silou“ by zkoušelo sečíst všechny dvojice xi + xj, ale těch je řádově n2. Pokud ovšem zvolíme nějaké xi, víme, že xj musí být rovno s − xi. Můžeme tedy vyzkoušet všechna xi a pokaždé půlením intervalu hledat s − xi. Každé vyhledávání spotřebuje řádově log2 n kroků, celkově jich tedy bude řádově n ⋅ log2 n.

    To je mnohem lepší, ale ještě ne optimální. Představme si, že k x1 hledáme s − x1. Tentokrát ale nebudeme hledat binárně, nýbrž pěkně prvek po prvku od konce pole. Dokud jsou prvky větší, přeskakujeme je. Jakmile narazíme na prvek menší, víme, že už se můžeme zastavit, protože dál už budou jen samé menší.

    Pozici, kde jsme skončili, si zapamatujeme. Máme tedy nějaké j takové, že xj < s − x1 < xj+1. (Pokud protestujete, že xj+1 může ležet mimo posloupnost, představte si za koncem posloupnosti ještě +∞.)

    Nyní přejdeme na x2 a hledáme s − x2. Jelikož x2≥ x1, musí být s − x2 ≤ s − x1. Všechna čísla, která byla větší než s − x1 jsou tedy také větší než s − x2, takže v nich nemá smysl hledat znovu. Proto můžeme pokračovat od zapamatované pozice t dále doleva. Pak si zase zapamatujeme, kde jsme skončili, což se bude hodit pro x3, a tak dále.

    Existuje hezčí způsob, jak formulovat totéž. Říká se mu metoda dvou jezdců. Máme dva indexy: levý a pravý. Levý index i popisuje, které xi zrovna zkoušíme jako první člen dvojice: začíná na pozici 1 a pohybuje se doprava. Pravý index j ukazuje na místo, kde jsme se zastavili při hledaní s − xi: začíná na pozici n a postupuje doleva.

    Kdykoliv je xj > s − xi, posuneme j doleva (pokračujeme v hledání s − xi). Je-li naopak xj < s − xi, posuneme i doprava (s − xi se v posloupnosti určitě nenachází, zkoušíme další xi). Takto pokračujeme, dokud buďto neobjevíme hledanou dvojici, nebo se jezdci nesetkají – tehdy dvojice zaručeně neexistuje.

    
      
        Algoritmus
        DvojiceSeSoučtem
      

      Vstup: Uspořádaná posloupnost x1≤ … ≤ xn, hledaný součet s

      
        	i ← 1, j ← n

        	Dokud i ≤ j:

        	Je-li xj + xj = s:

        	Vrátíme jako výsledek dvojici (i, j).

        	Jinak je-li xi + xj < s: ◃ totéž jako xi < s − xj

        	
          i ← i + 1
        

        	Jinak:

        	
          j ← j − 1
        

        	Ohlásíme neúspěch.

      

      Výstup: Indexy i a j, pro něž je xi + xj = s, nebo neúspěch

    

    Snadno nahlédneme, že cyklus proběhne nejvýše 2n-krát. Pokaždé se totiž pohne jeden z jezdců, ale každý z nich může urazit nejvýše n kroků, než vyjede ven.

    Překonali jsme tedy rychlost opakovaného binárního vyhledávání. Povedlo se nám to díky tomu, že mezi hledanými prvky existoval nějaký vztah: konkrétně každý prvek byl menší nebo roven předchozímu.

    Cvičení

    1. Rozmyslete, jak se bude chovat algoritmus binárního vyhledávání, pokud se bude hledaný prvek v posloupnosti nacházet vícekrát. Algoritmus upravte, aby vždy vracel první výskyt hledaného prvku (ne jen libovolný).

    2. Upravte binární vyhledávání, aby v případě, kdy hledaný prvek v posloupnosti není, nahlásilo nejbližší větší prvek.

    3.*Nekonečná verze: Popište algoritmus, který v nekonečné posloupnosti x1 < x2 < … najde pozici i takovou, že xi≤ y < xi+1. Počet kroků hledání by neměl přesáhnout řádově log2 i.

    4.Lokální minimum: Je dána posloupnost −∞ = x0, x1, …, xn, xn+1 = +∞. O prvku xi řekneme, že je lokálním minimem, pokud xi−1≥ xi≤ xi+1. Navrhněte co nejrychlejší algoritmus, který nějaké lokální minimum najde.

    5.Součet úseku: Je dána posloupnost x1, …, xn kladných čísel a číslo s. Hledáme i a j taková, že xi + … + xj = s. Navrhněte co nejefektivnější algoritmus.

    6.* Jak se změní úloha z předchozího cvičení, pokud povolíme i záporná čísla?

    7.Implicitní vstup: Posloupnost, v níž binárně hledáme, nemusí být nutně celá uložená v paměti. Stačí, když se tak dokážeme dostatečně přesvědčivě tvářit: kdykoliv se algoritmus zeptá na hodnotu nějakého prvku, rychle ho vyrobíme. Zkuste tímto způsobem spočítat celočíselnou odmocninu z čísla x. To je největší y takové, že y2≤ x.

    8.První díra: Na vstupu jsme dostali rostoucí posloupnost přirozených čísel. Chceme najít nejmenší přirozené číslo, které v ní chybí. Vymyslete, jak k tomu přesvědčit binární vyhledávání.

    9.* Opět hledáme nejmenší chybějící číslo, ale tentokrát na vstupu dostaneme neuspořádanou posloupnost navzájem různých přirozených čísel. Kromě této posloupnosti máme k dispozici jenom konstantně mnoho paměti.

    10.Monotónní predikáty: Na předchozích několik cvičení se můžeme dívat trochu obecněji. Mějme nějakou vlastnost φ, kterou všechna přirozená čísla od 0 do nějaké hranice k mají a žádná větší nemají. Popište, jak binárním vyhledáváním zjistit, kde se nachází tato hranice.

    11.Rovnoměrná data: Mějme pole délky n. Na každé pozici se může vyskytovat libovolné celé číslo z rozsahu 1 až k. Čísla vybíráme rovnoměrně náhodně (všechny hodnoty mají stejnou pravděpodobnost). Následně pole setřídíme a budeme v něm chtít vyhledávat. Zkuste upravit binární vyhledávání, aby pro tyto vstupy fungovalo v průměru rychleji.

    12.* Kolik porovnání provede takový algoritmus v průměru?

    13.* Může se stát, že výše uvedený algoritmus nedostane pěkná data. Můžeme mu nějak pomoci, aby nebyl ani v takovém případě o mnoho horší než binární vyhledávání?

    1.3  Euklidův algoritmus

    Pro další příklad se vypravíme do starověké Alexandrie. Tam žil ve 3. století před naším letopočtem filosof Euklides (Ευκλειδης) a stvořil jeden z nejstarších algoritmů.⟨1⟩ Ten slouží k výpočtu největšího společného dělitele a používá se dodnes.

    Značení: Největšího společného dělitele celých kladných čísel x a y budeme značit gcd(x, y) podle anglického Greatest Common Divisor.

    Nejprve si všimneme několika zajímavých vlastností funkce gcd.

    Lemma G: Pro všechna celá kladná čísla x a y platí:

    
      	
        gcd(x, x) = x,

      

      	
        gcd(x, y) = gcd(y, x),

      

      	
        gcd(x, y) = gcd(x − y, y) pro x > y.

      

    

    Důkaz: První dvě vlastnosti jsou zřejmé z definice. Třetí dokážeme v silnější podobě: ukážeme, že dvojice (x, y) a (x − y, y) sdílejí množinu všech společných dělitelů, tedy i největšího z nich.

    Pokud nějaké d je společným dělitelem čísel x a y, musí platit x = dx' a y = dy' pro vhodné x' a y'. Nyní stačí zapsat x − y jako dx' − dy' = d(x − y) a hned je jasné, že d dělí i x − y. Naopak pokud d dělí jak x − y, tak y, musí existovat čísla t' a y' taková, že x − y = dt' a y = dy'. Zapíšeme tedy x jako (x − y) + y, což je rovno dt' + dy' = d(t' + y'), a to je dělitelné d.  □

    Díky lemmatu můžeme gcd počítat tak, že opakovaně odečítáme menší číslo od většího. Jakmile se obě čísla vyrovnají, jsou rovna největšímu společnému děliteli. Algoritmus nyní zapíšeme v pseudokódu.

    
      
        Algoritmus
        OdčítacíEuklides
      

      Vstup: Celá kladná čísla x a y

      
        	a ← x, b ← y

        	Dokud a ≠ b, opakujeme:

        	Pokud a > b:

        	
          a ← a − b
        

        	Jinak:

        	
          b ← b − a
        

      

      Výstup: Největší společný dělitel a = gcd(x, y)

    

    Nyní bychom měli dokázat, že algoritmus funguje. Důkaz rozdělíme na dvě části:

    Lemma Z: Algoritmus se vždy zastaví.

    Důkaz: Sledujme, jak se vyvíjí součet a + b. Na počátku výpočtu je roven x + y, každým průchodem cyklem se sníží alespoň o 1. Přitom zůstává stále nezáporný, takže průchodů nastane nejvýše x + y.  □

    Lemma S: Pokud se algoritmus zastaví, vydá správný výsledek.

    Důkaz: Dokážeme následující invariant, neboli tvrzení, které platí po celou dobu výpočtu:

    
      Invariant:gcd(a, b) = gcd(x, y).

      Důkaz: Obvyklý způsob důkazu invariantů je indukce podle počtu kroků výpočtu. Na počátku je a = x a b = y, takže invariant jistě platí. V každém průchodu cyklem se pak díky vlastnostem 2 a 3 z lemmatu G platnost invariantu zachovává.  □

    

    Z invariantu plyne, že na konci výpočtu je gcd(a, a) = gcd(x, y). Zároveň díky vlastnosti 1 z lemmatu G platí gcd(a, a) = a.  □

    Víme tedy, že algoritmus je funkční. To bohužel neznamená, že je použitelný: například pro x = 1 000 000 a y = 2 vytrvale odčítá y od x, až po 499 999 krocích vítězoslavně ohlásí, že největší společný dělitel je roven 2.

    Stačí si ale všimnout, že opakovaným odčítáním b od a dostaneme zbytek po dělení čísla a číslem b. Jen si musíme dát pozor, že pro a dělitelné b se zastavíme až na nule. To odpovídá tomu, že algoritmus provede ještě jedno odečtení navíc, takže skončí, až když se jedno z čísel vynuluje. Nahrazením odčítání za dělení se zbytkem získáme následující algoritmus. Když se v současnosti hovoří o Euklidově algoritmu, obvykle se myslí tento.

    
      
        Algoritmus
        Euklides
      

      Vstup: Celá kladná čísla x a y

      
        	a ← x, b ← y

        	Opakujeme:

        	Pokud a < b, prohodíme a s b.

        	Pokud b = 0, vyskočíme z cyklu.

        	
          a ← a mod b
          ◃ zbytek po dělení
        

      

      Výstup: Největší společný dělitel a = gcd(x, y)

    

    Správnost je zřejmá: výpočet nového algoritmu odpovídá výpočtu algoritmu předchozího, jen občas provedeme několik původních kroků najednou. Zajímavé ovšem je, že na první pohled nenápadnou úpravou jsme algoritmus podstatně zrychlili:

    Lemma R: Euklidův algoritmus provede nejvýše log2 x + log2 y + 1 průchodů cyklem.

    Důkaz: Vývoj výpočtu budeme sledovat prostřednictvím součinu ab:

    
      Tvrzení: Součin ab po každém průchodu cyklem klesne alespoň dvakrát.

      Důkaz: Kroky 3 a 4 součin ab nemění. Ve zbývajícím kroku 5 platí a ≥ b a b se evidentně nezmění. Ukážeme, že a klesne alespoň dvakrát, takže ab také. Rozebereme dva případy:

      
        	
          b ≤ a/2. Tehdy platí a mod b < b ≤ a/2.

        

        	
          b > a/2. Pak je a mod b = a − b ≤ a − (a/2) = a/2.  □

        

      

    

    Na počátku výpočtu je ab = xy a díky právě dokázanému tvrzení po k průchodech cyklem musí platit ab ≤ xy/2k. Kromě posledního neúplného průchodu cyklem ovšem ab nikdy neklesne pod 1, takže k může být nejvýše log2 xy = log2 x + log2 y.  □

    Shrnutím všeho, co jsme o algoritmu zjistili, získáme následující větu:

    Věta: Euklidův algoritmus vypočte největšího společného dělitele čísel x a y. Provede přitom nejvýše c ⋅ (log2 x + log2 y + 1) aritmetických operací, kde c je konstanta.

    Cvičení

    1. Největšího společného dělitele bychom také mohli počítat pomocí prvočíselného rozkladu čísel x a y. Rozmyslete si, jak by se to dělalo a proč je to pro velká čísla velmi nepraktické.

    2. V kroku 3 algoritmu Euklides není potřeba porovnávat. Nahlédněte, že pokud bychom a s b prohodili pokaždé, vyjde také správný výsledek, jen nás to bude v nejhorším případě stát o jeden průchod cyklem navíc.

    3. Dokažte, že počet průchodů cyklem je nejvýše 2 log2 min(x, y) + 2.

    4. Pro každé x a y existují celá čísla α a β taková, že gcd(x, y) = αx + βy. Těmto číslům se říká Bézoutovy koeficienty. Upravte Euklidův algoritmus, aby je vypočetl.

    5. Pomocí předchozího cvičení můžeme řešit lineární kongruence. Pro daná a a n chceme najít x, aby platilo ax mod n = 1. To znamená, že ax a 1 se liší o násobek n, tedy ax + ny = 1 pro nějaké y. Pokud je gcd(a, n) = 1, pak x a y jsou Bézoutovy koeficienty, které to dosvědčí. Je-li gcd(a, b) ≠ 1, nemůže mít rovnice řešení, protože levá strana je vždy dělitelná tímto gcd, zatímco pravá nikoliv. Jak najít řešení obecnější rovnice ax mod n = b?

    6. Nabízí se otázka, není-li logaritmický odhad počtu operací z naší věty příliš velkorysý. Abyste na ni odpověděli, najděte funkci f, která roste nejvýše exponenciálně a při výpočtu gcd(f(n), f(n + 1)) nastane právě n průchodů cyklem.

    7. Binární algoritmus na výpočet gcd funguje takto: Pokud x i y jsou sudá, pak gcd(x, y) = 2 gcd(x/2, y/2). Je-li x sudé a y liché, pak gcd(x, y) = gcd(x/2, y). Jsou-li obě lichá, odečteme menší od většího. Zastavíme se, až bude x = y. Dokažte, že tento algoritmus funguje a že provede nejvýše c ⋅ (log2 x + log2 y) kroků pro vhodnou konstantu c.

    8.* Mějme permutaci π na množině {1, …, n}. Definujme její mocninu následovně: π0(x) = x, πi+1(x) = π(πi(x)). Najděte nejmenší k > 0 takové, že πk = π0.

    1.4  Fibonacciho čísla a rychlé umocňování

    Dovolíme si ještě jednu historickou exkurzi, tentokrát do Pisy, kde na začátku 13. století žil jistý Leonardo řečený Fibonacci.⟨2⟩ Příštím generacím zanechal zejména svou posloupnost.

    Definice: Fibonacciho posloupnostF0, F1, F2, … je definována následovně:

    
      [image: [picture]]
    

    Příklad: Prvních 11 Fibonacciho čísel zní 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55.

    Pokud chceme spočítat Fn, můžeme samozřejmě vyjít z definice a postupně sestrojit prvních n členů posloupnosti. To nicméně vyžaduje řádově n operací, takže se nabízí otázka, zda to lze rychleji. V moudrých knihách nalezneme následující větu:

    Věta (kouzelná formule): Pro každé n ≥ 0 platí:
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    Důkaz: Laskavý, nicméně trpělivý čtenář jej provede indukcí podle n. Jak na kouzelnou formuli přijít, naznačíme v cvičení 3.  □

    Dobrá, ale jak nám formule pomůže, když pro výpočet n-té mocniny potřebujeme n − 1 násobení? Inu nepotřebujeme, následující algoritmus to zvládne rychleji:

    
      
        Algoritmus
        Mocnina
      

      Vstup: Reálné číslo x, celé kladné n

      
        	Pokud n = 0, vrátíme výsledek 1.

        	
          t ← Mocnina(x, ⌊n/2⌋)
        

        	Pokud n je sudé, vrátíme t ⋅ t.

        	Jinak vrátíme t ⋅ t ⋅ x.

      

      
        Výstup:
        
          x
          
            n
          
        
      

    

    Lemma: Algoritmus Mocnina vypočte xn pomocí nejvýše 2 log2 n + 2 násobení.

    Důkaz: Správnost je evidentní z toho, že x2k = (xk)2 a x2k+1 = x2k ⋅ x. Co se počtu operací týče: Každé rekurzivní volání redukuje n alespoň dvakrát, takže po nejvýše log2 n voláních musíme dostat jedničku a po jednom dalším nulu. Hloubka rekurze je tedy log2 n + 1 a na každé úrovni rekurze spotřebujeme nejvýše 2 násobení.  □

    To dává elegantní algoritmus pro výpočet Fn pomocí řádově log2 n operací. Jen je bohužel pro praktické počítání nepoužitelný: Zlatý řez (1 + √5)/2  ≐  1.618 034 je iracionální a pro vysoké hodnoty n bychom ho potřebovali znát velice přesně. To neumíme dostatečně rychle. Zkusíme to tedy menší oklikou.

    Po Fibonacciho posloupnosti budeme posouvat okénkem, skrz které budou vidět právě dvě čísla. Pokud zrovna vidíme čísla Fn, Fn+1, v dalším kroku uvidíme Fn+1, Fn+2 = Fn+1 + Fn. To znamená, že posunutí provede s okénkem nějakou lineární transformaci a každá taková jde zapsat jako násobení maticí. Dostaneme:
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    Levou matici označíme ℱ a nahlédneme, že násobení okénka n-tou mocninou této matice musí okénko posouvat o n pozic. Tudíž platí:
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    Nyní stačí využít toho, že násobení matic je asociativní. Proto můžeme n-tou mocninu matice vypočítat obdobou algoritmu Mocnina a vystačíme si s řádově log n maticovými násobeními. Jelikož pracujeme s maticemi konstantní velikosti, obnáší každé násobení matic jen konstantní počet operací s čísly. Všechny matice jsou příjemně celočíselné.

    Proto platí:

    Věta:n-té Fibonacciho číslo lze spočítat pomocí řádově log n celočíselných aritmetických operací.

    Cvičení

    1. Naprogramujte funkci Mocnina nerekurzivně. Může pomoci převést exponent do dvojkové soustavy.

    2. Uvažujme obecnou lineární rekurenci řádu k: A0, …, Ak−1 jsou dána pevně, An+k = α1An+k−1 + α2An+k−2 + … + αkAn pro konstanty α1, …, αk. Vymyslete efektivní algoritmus na výpočet An, nejlépe pomocí řádově log2 n operací.

    3.* Jak odvodit kouzelnou formuli: Uvažujme množinu všech posloupností, které splňují rekurentní vztah An+2 = An+1 + An, ale mohou se lišit hodnotami A0 a A1. Tato množina tvoří vektorový prostor, přičemž posloupnosti sčítáme a násobíme skalárem po složkách a roli nulového vektoru hraje posloupnost samých nul. Ukažte, že tento prostor má dimenzi 2 a sestrojte jeho bázi v podobě exponenciálních posloupností tvaru An = αn. Fibonacciho posloupnost pak zapište jako lineární kombinaci prvků této báze.

    4. Dokažte, že Fn≥ φn, kde φ = (1 + √5)/2  ≐  1.618 034.

    5.* Algoritmy založené na explicitní formuli pro Fn jsme odmítli, protože potřebovaly počítat s iracionálními čísly. To bylo poněkud ukvapené. Dokažte, že čísla tvaru a + b√5, kde a, b ∈ ℚ jsou uzavřená na sčítání, odčítání, násobení i dělení. K výpočtu formule si tedy vystačíme s racionálními čísly, dokonce pouze typu p/2q, kde p a q jsou celá. Odvoďte z toho jiný logaritmický algoritmus.

  
    2 Časová a prostorová složitost

  
    2  Časová a prostorová složitost

    V minulé kapitole jsme zkusili navrhnout algoritmy pro několik jednoduchých úloh. Zjistili jsme přitom, že pro každou úlohu existuje algoritmů více. Všechny fungují, ale jak poznat, který z nich je nejlepší? A co vlastně znamenají pojmy „lepší“ a „horší“? Kritérií kvality může být mnoho. Nás v této knize budou zajímat časové a paměťové nároky programu, tzn. rychlost výpočtu a velikost potřebné operační paměti počítače.

    Jako první srovnávací metoda nás nejspíš napadne srovnávané algoritmy naprogramovat v nějakém programovacím jazyce, spustit je na větší množině testovacích dat a měřit se stopkami v ruce (nebo alespoň s těmi zabudovanými do operačního systému), který z nich je lepší. Takový postup se skutečně v praxi používá, z teoretického hlediska je však nevhodný. Kdybychom chtěli svým kolegům popsat vlastnosti určitého algoritmu, jen stěží nám postačí „na mém stroji doběhl do hodiny“. A jak bude fungovat na jiném stroji, s odlišnou architekturou, naprogramovaný v jiném jazyce, pod jiným operačním systémem, pro jinou sadu vstupních dat?

    V této kapitole vybudujeme způsob, jak měřit dobu běhu algoritmu a jeho paměťové nároky nezávisle na technických podrobnostech – konkrétním stroji, jazyku, operačním systému. Těmto mírám budeme říkat časová a prostorová složitost algoritmu.

    2.1  Jak fungují počítače uvnitř

    Definice pojmu „počítač“ není samozřejmá. V současnosti i v historii bychom jistě našli spoustu strojů, kterým by se tak dalo říkat. Co mají společného? My se přidržíme všeobecně uznávané definice, kterou v roce 1946 vyslovil vynikající matematik John von Neumann.

    Von neumannovský počítač se skládá z pěti funkčních jednotek:

    
      	
        řídicí jednotka (řadič) – koordinuje činnost ostatních jednotek a určuje, co mají v kterém okamžiku dělat,

      

      	
        aritmeticko-logická jednotka (ALU) – provádí numerické výpočty, vyhodnocuje podmínky, …,

      

      	
        operační paměť – uchovává data a program,

      

      	
        vstupní zařízení – zařízení, odkud se do počítače dostávají data ke zpracování,

      

      	
        výstupní zařízení – do tohoto zařízení zapisuje počítač výsledky své činnosti.

      

    

    Struktura počítače je nezávislá na zpracovávaných problémech, na řešení problému se musí zvenčí zavést návod na zpracování (program) a musí se uložit do paměti; bez tohoto programu není stroj schopen práce.

    Programy, data, mezivýsledky a konečné výsledky se ukládají do téže paměti.⟨3⟩ Paměť je rozdělená na stejně velké buňky, které jsou průběžně očíslované; pomocí čísla buňky (adresy) se dá přečíst nebo změnit obsah buňky. V každé buňce je uloženo číslo. Všechna data i instrukce programu kódujeme pomocí čísel. Kódování a dekódování zabezpečují vhodné logické obvody v řídicí jednotce.

    Po sobě jdoucí instrukce programu se nacházejí v po sobě jdoucích paměťových buňkách. Instrukcemi skoku se dá odklonit od zpracování instrukcí v uloženém pořadí. Existují následující typy instrukcí:

    
      	
        aritmetické instrukce (sčítání, násobení, ukládání konstant, …)

      

      	
        logické instrukce (porovnání, and, or, …)

      

      	
        instrukce přenosu (z paměti do ALU a opačně, na vstup a výstup)

      

      	
        podmíněné a nepodmíněné skoky

      

      	
        ostatní (čekání, zastavení, …)
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      Obrázek 2.1: Schéma von Neumannova počítače (po šipkách tečou data a povely)

    

    Přesné specifikaci počítače, tedy způsobu vzájemného propojení jednotek, jejich komunikace a programování, popisu instrukční sady, říkáme architektura. Nezabíhejme do detailů fungování běžných osobních počítačů, čili popisu jejich architektury. V každém z nich se však jednotky chovají tak, jak popsal von Neumann. Z našeho hlediska bude nejdůležitější podívat se co se děje, pokud na počítači vytvoříme a spustíme program.

    Algoritmus zapíšeme obvykle ve formě vyššího programovacího jazyka. Zde je příklad v jazyce C.

    
      #include <stdio.h>

int main(void)
{
   static char s[] = "Hello world\n";
   int i, n = sizeof(s);
   for (i = 0; i < n; i++)
      putchar(s[i]);
   return 0;
}

    

    Aby řídicí jednotka mohla program provést, musíme nejdříve spustit kompilátor neboli překladač. To je nějaký jiný program, který náš program z jazyka C přeloží do takzvaného strojového kódu. Tedy do posloupnosti jednoduchých instrukcí kódovaných pomocí čísel, jimž už počítač přímo rozumí. Na rozdíl od původního příkladu, který na všech počítačích s překladačem jazyka C bude vypadat stejně, strojový kód se bude lišit architekturu od architektury, operační systém od operačního systému, dokonce překladač od překladače.

    Ukážeme příklad úseku strojového kódu, který vznikl po překladu našeho příkladu v operačním systému Linux na architektuře AMD64. Tato architektura kromě běžné paměti pracuje ještě s registry – těch jsou řádově jednotky, také se do nich ukládají čísla a jsou přístupné rychleji než operační paměť. Můžeme si představit, že jsou uložené uvnitř aritmeticko-logické jednotky.

    Aby se lidem jednotlivé instrukce lépe četly, mají přiřazeny své symbolické názvy. Tomuto jazyku symbolických instrukcí se říká assembler. Kromě symbolických názvů instrukcí dovoluje assembler ještě pro pohodlí pojmenovat adresy a několik dalších užitečných věcí.

    
      MAIN:   pushq   %rbx            # uschovej registr RBX na zásobník
        xorl    %ebx, %ebx      # vynuluj registr EBX
LOOP:   movsbl  str(%rbx), %edi # ulož do EDI RBX-tý znak řetězce
        incq    %rbx            # zvyš RBX o 1
        call    putchar         # zavolej funkci putchar z knihovny
        cmpq    $13, %rbx       # už máme v RBX napočítáno 13 znaků?
        jne     LOOP            # pokud ne, skoč na LOOP
        xorl    %eax, %eax      # vynuluj EAX: nastav návratový kód 0
        popq    %rbx            # vrať do RBX obsah ze zásobníku
        ret                     # vrať se z podprogramu
STR:    .string "Hello world\n"

    

    Každá instrukce je zapsána posloupností několika bytů. Věříme, že čtenář si dokáže představit přechozí kód zapsaný v číslech, a ukázku vynecháme.

    Programátor píšící programy v assembleru musí být perfektně seznámen s instrukční sadou procesoru, vlastnostmi architektury, technickými detaily služeb operačního systému a mnoha dalšími věcmi.

    2.2  Rychlost konkrétního výpočtu

    Dejme tomu, že chceme změřit dobu běhu našeho příkladu „Hello world“ z předchozího oddílu. Spustíme-li ho na svém počítači několikrát, nejspíš naměříme o něco rozdílné časy. Může za to aktivita ostatních procesů, stav operačního systému, obsahy nejrůznějších vyrovnávacích pamětí a desítky dalších věcí. A to ještě ukázkový program nečte žádná vstupní data. Co kdyby se doba jeho běhu odvíjela od nich?

    Takový přístup se tedy hodí pouze pro testování kvality konkrétního programu na konkrétním hardwaru a konfiguraci. Nezatracujeme ho, velmi často se používá pro testování programů určených k nasazení v těch nejvypjatějších situacích. Ale naším cílem v této kapitole je vyvinout prostředek na měření doby běhu obecně popsaného algoritmu, bez nutnosti naprogramování v konkrétním programovacím jazyce a architektuře. Zatím předpokládejme, že program dostane nějaký konkrétní vstup.

    Zapomeňme odteď na detaily překladu programu do strojového kódu, zapomeňme dokonce na detaily nějakého konkrétního programovacího jazyka. Algoritmy začneme popisovat pseudokódem. To znamená, že nebudeme v programech zabíhat do technických detailů konkrétních jazyků či architektury, nicméně s jejich znalostí bude už potom snadné pseudokód do programovacího jazyka přepsat. Operace budeme popisovat slovně, případně matematickou symbolikou.

    Nyní spočítáme celkový počet provedených tzv. elementárních operací. Tímto pojmem rozumíme především operace sčítání, odčítání, násobení, porovnávání; také základní řídicí konstrukce, jako jsou třeba skoky a podmíněné skoky. Zkrátka to, co normální procesor zvládne jednou nebo nejvýše několika instrukcemi. Elementární operací rozhodně není například přesun paměťového bloku z místa na místo, byť ho zapíšeme jediným příkazem, třeba při práci s textovými řetězci.

    Čas vykonání jedné elementární operace prohlásíme za jednotkový a zbavíme se tak jakýchkoli jednotek ve výsledné době běhu algoritmu. V zásadě je za elementární operace možné zvolit libovolnou rozumnou sadu – doba provádění programu se tak změní nejvýše konstanta-krát, na čemž, jak za chvíli uvidíme, zase tolik nezáleží.

    Několik příkladů s hvězdičkami

    Než pokročíme dále, zkusme určit počet provedených operací u několika jednoduchých algoritmů. Ty si nejprve na úvod přečtou ze vstupu přirozené číslo n a pak vypisují hvězdičky. Úkol si navíc zjednodušíme: místo počítání všech operací budeme počítat jen vypsané hvězdičky. Čtenář nechť zkusí nejdříve u každého algoritmu počet hvězdiček spočítat sám, a teprve potom se podívat na náš výpočet.

    
      
        Algoritmus
        Hvězdičky1
      

      Vstup: Číslo n

      
        	Pro i = 1, …, n opakujeme:

        	Pro j = 1, …, n opakujeme:

        	Vytiskneme *.

      

    

    V algoritmu 1 vidíme, že vnější cyklus se provede n-krát, vnořený cyklus pokaždé také n-krát, dohromady tedy n2 vytištěných hvězdiček.

    
      
        Algoritmus
        Hvězdičky2
      

      Vstup: Číslo n

      
        	Pro i = 1, …, n opakujeme:

        	Pro j = 1, …, i opakujeme:

        	Vytiskneme *.

      

    

    Rozepišme, kolikrát se provede vnitřní cyklus v závislosti na i. Pro i = 1 se provede jedenkrát, pro i = 2 dvakrát, a tak dále, až pro i = n se provede n-krát. Dohromady se vytiskne 1 + 2 + 3 + … + n hvězdiček, což například pomocí vzorce na součet aritmetické řady sečteme na n(n + 1)/2.

    
      
        Algoritmus
        Hvězdičky3
      

      Vstup: Číslo n

      
        	Dokud n ≥ 1, opakujeme:

        	Vytiskneme *.

        	
          n ← ⌊n/2⌋
        

      

    

    V každé iteraci cyklu se n sníží na polovinu. Provedeme-li cyklus k-krát, sníží se hodnota n na ⌊n/2k⌋, neboli klesá exponenciálně rychle v závislosti na počtu iterací cyklu. Chceme-li určit počet iterací, vyřešíme rovnici ⌊n/2ℓ⌋ = 1 pro neznámou ℓ. Výsledkem je tedy zhruba dvojkový logaritmus n.

    
      
        Algoritmus
        Hvězdičky4
      

      Vstup: Číslo n

      
        	Dokud je n > 0, opakujeme:

        	Je-li n liché:

        	Pro i = 1, …, n opakujeme:

        	Vytiskneme *.

        	
          n ← ⌊n/2⌋
        

      

    

    Zde se již situace začíná komplikovat. V každé iteraci vnějšího cyklu se n sníží na polovinu a vnořený cyklus se provede pouze tehdy, bylo-li předtím n liché.

    To, kolikrát se vnořený cyklus provede, tedy nepůjde úplně snadno vyjádřit pouze z velikosti čísla n. Spočítejme, jak vypadá nejdelší možný průběh algoritmu, kdy test na lichost n pokaždé uspěje. Tehdy se vytiskne h = n + ⌊n/2⌋ + ⌊n/22⌋ + … + ⌊n/2k⌋ + … + 1 hvězdiček. Protože není na první pohled vidět, kolik h přepsané do tohoto jednoduchého vzorce vyjde, spokojíme se alespoň s horním odhadem hodnoty h.⟨4⟩

    Označme symbolem s počet členů v součtu h. Pak můžeme tento součet upravovat takto:

    
      [image: [picture]]
    

    Nejprve jsme využili toho, že ⌊x⌋ ≤ x pro každé x. Poté jsme vytkli n a přidali do řady další členy až do nekonečna, čímž součet určitě neklesl.

    Jak víme z matematické analýzy, geometrická řada Σ∞i=0 qi pro jakékoliv q ∈ (−1, 1) konverguje a má součet 1/(1 − q). V našem případě je q = 1/2, takže součet řady je 2. Dostáváme, že počet vytištěných hvězdiček nebude vyšší než 2n.

    Protože se v této kapitole snažíme vybudovat míru doby běhu algoritmu a nikoli počtu vytištěných hvězdiček, ukážeme u našich příkladů, že z počtu vytištěných hvězdiček vyplývá i řádový počet všech provedených operací. V algoritmu 1 na vytištění jedné hvězdičky provedeme maximálně čtyři operace: změnu proměnné j, možná ještě změnu proměnné i a testy, zdali neskončil vnitřní či vnější cyklus. V algoritmech 2 a 3 je to velmi podobně – na vytištění jedné hvězdičky potřebujeme maximálně čtyři další operace.

    Algoritmus 4 v případě, že všechny testy lichosti uspějí, pro tisk hvězdičky provede změnu proměnné i, maximálně jeden test lichosti, maximálně jednu aritmetickou operaci s n a podmíněný skok. Co však je-li někdy v průběhu n sudé? Co když test na lichost uspěje pouze jednou nebo dokonce vůbec? (K rozmyšlení: kdy se to může stát?) Může se tedy přihodit, že se vytiskne jen velmi málo hvězdiček (třeba jedna), a algoritmus přesto vykoná velké množství operací. V tomto algoritmu tedy počet operací s počtem hvězdiček nekoresponduje. Čtenáře odkážeme na cvičení 2, aby zjistil přesně, na čem počet vytištěných hvězdiček závisí.

    Který algoritmus je lepší?

    Pojďme shrnout počty vykonaných kroků (nebo alespoň jejich horní odhady) našich čtyř algoritmů:
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    Jakmile umíme počet kroků popsat dostatečně jednoduchou matematickou funkcí, můžeme předpovědět, jak se algoritmy budou chovat pro různá n, aniž bychom je skutečně spustili.

    Představme si, že n je nějaké gigantické číslo, řekněme v řádu bilionů. Nejprve si všimněme, že algoritmus 3 bude nejrychlejší ze všech – i pro tak obrovské n se vykoná pouze několik málo kroků. Algoritmus 4 vykoná kroků řádově biliony. Zato algoritmy 1 a 2 budou mnohem, mnohem pomalejší.

    Další postřeh se bude týkat algoritmů 1 a 2. Pro, řekněme, n = 1010 vykoná první algoritmus 4 ⋅ 1020 kroků a druhý algoritmus zhruba 2 ⋅ 1020 kroků. Na první pohled se zdá, že je tedy první dvakrát pomalejší než druhý. Zdání ale klame: různé operace, které jsme považovali za elementární, mohou na skutečném počítači odpovídat různým kombinacím strojových instrukcí. A dokonce i jednotlivé strojové instrukce se mohou lišit v rychlosti.

    V naší poněkud abstraktní představě o době výpočtu se takto jemné rozdíly ztrácejí. Algoritmy 1 a 2 prostě neumíme porovnat. Přesto můžeme jednoznačně říci, že oba jsou výrazně pomalejší než algoritmy 3 a 4.

    Napříště tedy budeme multiplikativní konstanty v počtech operací velkoryse přehlížet. Beztak jsou strojově závislé a chování algoritmu pro velká n nijak zásadně neovlivňují. Podobně si můžeme všimnout, že ve výrazu 2n2 + 2n je pro velká n člen 2n2 obrovský oproti 2n, takže 2n můžeme klidně vynechat.

    Doby výpočtu našich ukázkových algoritmů tedy můžeme popsat ještě jednoduššími funkcemi n2, n2, log2 n a n, aniž bychom přišli o cokoliv zásadního.

    Cvičení

    1. Určete počet vytištěných hvězdiček u algoritmu Hvězdičky3 naprosto přesně, jednoduchým vzorcem.

    2.* Na čem u algoritmu Hvězdičky4 závisí počet vytištěných hvězdiček? Najděte přesný vzorec, případně co nejtěsnější dolní a horní odhad.

    2.3  Složitost algoritmu

    Časová složitost

    Už jsme se naučili, jak stanovit dobu běhu algoritmu pro konkrétní vstup. Dokonce jsme v příkladech s hvězdičkami uměli dobu běhu vyjádřit jako funkci vstupu. Málokdy to půjde tak snadno: vstup bývá mnohem složitější než jedno jediné číslo. Přesto obvykle bude platit, že pro „větší“ vstupy program poběží pomaleji než pro ty „menší“.

    Pořídíme si proto nějakou míru velikosti vstupu a čas budeme vyjadřovat v závislosti na ní. Pokud program pro různé vstupy téže velikosti běží různě dlouho, uvážíme ten nejpomalejší případ – vždy je dobré být připraveni na nejhorší. Tím dostaneme funkci, které se říká časová složitost algoritmu.

    Zastavme se na chvíli u toho, co si představit pod velikostí vstupu. Pokud je vstupem posloupnost čísel, obvykle za velikost považujeme jejich počet. Podobně za velikost řetězce znaků prohlásíme počet znaků. Tento přístup ale selže třeba pro Euklidův algoritmus z oddílu 1.3 – ten na vstupu pokaždé dostává dvě čísla a běží různě dlouho v závislosti na jejich hodnotách. Tehdy je přirozené považovat za velikost vstupu maximum ze zadaných čísel.

    Vyzbrojeni předchozími poznatky, popíšeme „kuchařku“, jak určit časovou složitost daného algoritmu. Ještě to nebude poctivá matematická definice, tu si necháme na příští oddíl, ale pro téměř všechny algoritmy z této knížky poslouží stejně dobře.

    
      	
        Ujasníme si, jak se měří velikost vstupu.

      

      	
        Určíme maximální možný počet f(n) elementárních operací algoritmu provedených na vstupu o velikosti n. Pokud neumíme určit počet operací přesně, najdeme alespoň co nejlepší horní odhad.

      

      	
        Ve výsledné formuli f(n), která je součtem několika členů, ponecháme pouze nejrychleji rostoucí člen a ty ostatní zanedbáme, tj. vypustíme.

      

      	
        Seškrtáme multiplikativní konstanty – tedy ty, kterými se zbytek funkce násobí. Ale jen ty! Nikoli ostatní čísla ve vzorci.

      

    

    Jak bychom podle naší kuchařky postupovali u algoritmu Hvězdičky2? Už jsme spočetli, že se vykoná nejvýše 2n2 + 2n elementárních operací. Škrtneme člen 2n a zbude nám 2n2. Na závěr škrtneme multiplikativní konstantu 2. Pozor, dvojka v exponentu není multiplikativní konstanta.

    Funkci g(n), která zbude, nazveme asymptotickou časovou složitostí algoritmu a tento fakt označíme výrokem „algoritmus má časovou složitost 𝒪(g(n))“. Naše ukázkové algoritmy tudíž mají po řadě časovou složitost 𝒪(n2), 𝒪(n2), 𝒪(log n) a 𝒪(n).

    Zde nechť si čtenář povšimne, že jsem ve výrazu 𝒪(log n) vynechali základ logaritmu. Jednak je v informatické literatuře zvykem, že log bez uvedení základu je dvojkový (takové jsou nejčastější). Mnohem důležitější ale je, že logaritmy o různých základech se liší pouze konstanta-krát a konstanty přeci zanedbáváme (viz cvičení 3).

    Běžné složitostní funkce

    Složitosti algoritmů mohou být velmi komplikované funkce. Nejčastěji se však setkáváme s algoritmy, které mají jednu z následujících složitostí. Složitosti 𝒪(n) říkáme lineární, 𝒪(n2) kvadratická, 𝒪(n3) kubická, 𝒪(log n) logaritmická, 𝒪(2n) exponenciální a 𝒪(1) konstantní (provede se pouze konstantně mnoho kroků).

    Jak zásadní roli hraje časová složitost algoritmu, je poznat z následující tabulky růstu funkcí (obrázek 2.2).
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      Obrázek 2.2: Chování různých funkcí

    

    Zkusme do další tabulky (obrázek 2.3) zaznamenat odhad, jak dlouho by algoritmy s uvedenými časovými složitostmi běžely na současném počítači typu PC. Obvyklé PC (v roce 2017) vykoná okolo 109 instrukcí za sekundu. Algoritmus s logaritmickou složitostí doběhne v řádu nanosekund pro jakkoliv velký vstup. I ten s lineární složitostí je ještě příjemně rychlý a můžeme čekat, že bude použitelný i pro opravdu velké vstupy. Zato kubický algoritmus se pro n = 10 000 řádně zadýchá a my se na výsledek načekáme přes čtvrt hodiny.

    To ale nic není proti exponenciálnímu algoritmu: pro n rovné postupně 10, 20, 30, 40, 50 poběží cca 1 μs, 1 ms, 1 s, 18 min a 13 dní. Pro n = 100 se už výsledku nedočkáme – až Země zanikne a hvězdy vyhasnou, program bude stále počítat a počítat.
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      Obrázek 2.3: Přibližné doby běhu programů s různými složitostmi

    

    Znalec trhu s hardwarem by samozřejmě mohl namítnout, že vývoj počítačů jde kupředu tak rychle, že každé dva roky se jejich výkon zdvojnásobí (tomu se říká Mooreův zákon). Jenže algoritmus se složitostí 𝒪(2n) na dvakrát rychlejším počítači zpracuje ve stejném čase pouze o jedničku větší vstup. Budeme-li trpělivě čekat 20 let, získáme tisíckrát rychlejší počítač, takže zpracujeme o 10 větší vstup.

    Proto se zpravidla snažíme exponenciálním algoritmům vyhýbat a uchylujeme se k nim, pouze pokud nemáme jinou možnost. Naproti tomu polynomiální algoritmy, tedy ty se složitostmi 𝒪(nk) pro pevná konstantní k, můžeme chápat jako efektivní. I mezi nimi samozřejmě budeme rozlišovat a snažit se o co nejmenší stupeň polynomu.

    Prostorová složitost

    Velmi podobně jako časová složitost se dá zavést tzv. prostorová složitost (někdy též paměťová složitost), která měří paměťové nároky algoritmu. K tomu musíme spočítat, kolik nejvíce tzv. elementárních paměťových buněk bude v daném algoritmu v každém okamžiku použito. V běžných programovacích jazycích (jako jsou například C nebo Pascal) za elementární buňku můžeme považovat například proměnnou typu integer, float, byte, či ukazatel, naopak elementární velikost rozhodně nemají pole či textové řetězce.

    Opět vyjádříme množství spotřebovaných paměťových buněk funkcí f(n) v závislosti na velikosti vstupu n, pokud to neumíme přesně, tak alespoň co nejlepším horním odhadem, aplikujeme čtyřbodovou kuchařku a výsledek zapíšeme pomocí notace 𝒪(g(n)). V našich čtyřech příkladech je tedy všude prostorová složitost 𝒪(1), neboť vždy používáme pouze konstantní množství celočíselných proměnných.

    Průměrná složitost

    Doposud jsme uvažovali takzvanou složitost v nejhorším případě: zajímalo nás, jak nejdéle může algoritmus počítat, dostane-li vstup dané velikosti. Někdy se ale stává, že výpočet obvykle doběhne rychle, pouze existuje několik málo anomálních vstupů, na nichž je pomalý. Tehdy může být praktičtější počítat průměrnou složitost (někdy se také říká složitost v průměrném případě). Funkce popisující tuto složitost je definována jako aritmetický průměr časových (prostorových) nároků algoritmů přes všechny vstupy dané velikosti.

    Alternativně můžeme průměrnou složitost definovat pomocí teorie pravděpodobnosti. Představíme si, že budeme vstup volit náhodně ze všech vstupů dané velikosti. Potom střední hodnota časových (prostorových) nároků programu bude právě průměrná časová (prostorová) složitost.

    Pravděpodobnostní analýzu algoritmů prozkoumáme v kapitole 11 a poskytne nám mnoho zajímavých výsledků.

    Složitost problému

    Vedle složitosti algoritmu (resp. programu) zavádíme také pojem složitost problému. Představme si, že pro daný problém P známe algoritmus, který ho řeší s časovou složitostí s(n), a zároveň umíme dokázat, že neexistuje algoritmus, který by problém P řešil s lepší časovou složitostí než s(n). Potom dává smysl říci, že složitost problému P je s(n).

    Stanovit složitost nějakého problému je obvykle velice obtížný úkol. Často se musíme spokojit pouze s horní mezí složitosti problému, odvozenou typicky popisem a analýzou vhodného algoritmu, a dolní mezí složitosti problému, odvozenou typicky nějakým matematickým argumentem.

    Koncept je hezky vidět například na problému třídění prvků: dostaneme n prvků, které umíme pouze porovnávat a přesouvat, a máme je přerovnat do rostoucí posloupnosti. Tento problém je dobře prostudován: jeho složitost je řádově n log n. To znamená, že existuje algoritmus schopný seřadit n prvků v čase 𝒪(n log n) a zároveň neexistuje asymptoticky rychlejší algoritmus. Toto tvrzení precizně formulujeme a dokážeme v oddílu 3.3.

    Cvičení

    1. Jaká je složitost následujícího (pseudo)kódu vzhledem k n?

    
      
        	Opakujeme, dokud n > 0:

        	Je-li n liché, položíme n ← n − 1.

        	Jinak položíme n ← ⌊n/2⌋.

      

    

    2. Stanovte časovou a prostorovou složitost všech algoritmů z kapitoly 1.

    3. Dokažte, že loga n a logb n se liší pouze konstanta-krát, přičemž konstanta závisí na a a b, ale nikoliv na n.

    2.4  Asymptotická notace

    Matematicky založený čtenář jistě cítí, že popis „zjednodušování“ funkcí v naší čtyřbodové kuchařce je poněkud vágní a žádá si exaktní definice. Pojďme se do nich pustit.

    Definice: Nechť f, g : ℕ → ℝ jsou dvě funkce. Řekneme, že funkce f(n) je třídy 𝒪(g(n)), jestliže existuje taková kladná reálná konstanta c, že pro skoro všechna n platí f(n) ≤ cg(n). Skoro všemi n se myslí, že nerovnost může selhat pro konečně mnoho výjimek, tedy že existuje nějaké přirozené n0 takové, že nerovnost platí pro všechna n ≥ n0. Funkci g(n) se pak říká asymptotický horní odhad funkce f(n).⟨5⟩

    Jinými slovy, dostatečně velký násobek funkce g(n) shora omezuje funkci f(n). Konečně mnoho výjimek se hodí tehdy, má-li funkce g(n) několik počátečních funkčních hodnot nulových či dokonce záporných, takže je nemůžeme „přebít“ jakkoliv vysokou konstantou c.

    Poněkud formálněji bychom se na zápis 𝒪(g) mohli dívat jako na množinu všech funkcí f, které splňují uvedenou definici. Pak můžeme místo „funkce f je třídy 𝒪(g)“ psát prostě f ∈ 𝒪(g). Navíc nám to umožní elegantně zapisovat i různé vztahy typu 𝒪(n) ⊆ 𝒪(n2).

    Ve většině informatické literatury se ovšem s 𝒪-čkovou notací zachází mnohem nepořádněji: často se píše „f je 𝒪(g)“, nebo dokonce f = 𝒪(g). I my si občas takové zjednodušení dovolíme. Stále ale mějme na paměti, že se nejedná o žádnou rovnost, nýbrž o nerovnost (horní odhad).

    Zbývá nahlédnout, že instrukce naší čtyřbodové „kuchařky“ jsou důsledky právě vyslovené definice. Čtvrtý bod nás nabádá ke škrtání multiplikativních konstant, což definice 𝒪 přímo dovoluje. Třetí bod můžeme formálně popsat takto:

    Lemma: Nechť f(n) = f1(n) + f2(n) a f1(n) ∈ 𝒪(f2(n)). Pak f(n) ∈ 𝒪(f2(n)).

    Důkaz: Z předpokladu víme, že f1(n) ≤ cf2(n) platí skoro všude pro vhodnou konstantu c. Proto je také skoro všude f1(n) + f2(n) ≤ (1 + c) ⋅ f2(n), což se jistě vejde do 𝒪(f2(n)).  □

    Pozor na to, že vyjádření složitosti pomocí 𝒪 může být příliš hrubé. Kvadratická funkce 2n2 + 3n + 1 je totiž třídy 𝒪(n2), ale podle uvedené definice patří také do třídy 𝒪(n3), 𝒪(n4), atd. Proto se nám bude hodit také obdobné značení pro asymptotický dolní odhad a „asymptotickou rovnost“.

    Definice: Mějme dvě funkce f, g : ℕ → ℝ. Řekneme, že funkce f(n) je třídy Ω(g(n)), jestliže existuje taková kladná reálná konstanta c, že f(n) ≥ cg(n) pro skoro všechna n. Tomu se říká asymptotický dolní odhad.

    Definice: Řekneme, že funkce f(n) je třídy Θ(g(n)), jestliže f(n) je jak třídy 𝒪(g(n)), tak třídy Ω(g(n)).

    Symboly Ω a Θ mohou opět značit i příslušné množiny funkcí. Pak jistě platí Θ(g) = 𝒪(g) ∩ Ω(g).

    Příklad: O našich ukázkových algoritmech 1, 2, 3, 4 můžeme říci, že mají složitosti po řadě Θ(n2), Θ(n2), Θ(log n) a Θ(n).

    Při skutečném srovnávání algoritmů by tedy bylo lepší zapisovat složitost pomocí Θ, nikoliv podle 𝒪. To by zajisté poskytlo úplnější informaci o chování funkce. Ne vždy se nám to ale povede: analýzou algoritmu mnohdy dostáváme pouze horní odhad počtu provedených instrukcí nebo potřebných paměťových míst. Například se nám může stát, že v algoritmu je několik podmínek a nedovedeme určit, které z jejich možných kombinací mohou nastat současně. Raději tedy předpokládáme, že nastanou všechny, čímž dostaneme horní odhad.

    Budeme proto nadále vyjadřovat složitost algoritmů převážně pomocí symbolu 𝒪. Při tom však budeme usilovat o to, aby byl náš odhad asymptotické složitosti co nejlepší.

    Cvičení

    1. Nalezněte co nejvíce asymptotických vztahů mezi těmito funkcemi: n, log n, log log n, √n, nlog n, 2n, n3/2, n!, nn.

    2. Nahlédněte, že f(n) ∈ Θ(g(n)) by se dalo ekvivalentně definovat tak, že pro vhodné konstanty c1, c2 > 0 platí c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2f(n) pro skoro všechna n.

    3. Dokažte, že 𝒪(f(n) + g(n)) = 𝒪(max(f(n), g(n))) pro f, g ≥ 0.

    4. Dokažte, že n log n ∉ 𝒪(n).

    5. Dokažte, že log n ∈ 𝒪(nε) pro každé ε > 0.

    6. Najděte co nejlepší asymptotický odhad funkce logn(n!).

    7. Najděte funkce f a g takové, že neplatí ani f = 𝒪(g), ani g = 𝒪(f).

    2.5  Výpočetní model RAM

    Matematicky založený jedinec stále nemůže být plně spokojen. Doposud jsme totiž odbývali přesné určení toho, co můžeme v algoritmu považovat za elementární operace a elementární paměťové buňky. Naší snahou bude vyhnout se obtížně řešitelným otázkám u věcí jako například reprezentace reálných čísel a zacházení s nimi. Situaci vyřešíme šalamounsky – definujeme vlastní teoretický stroj, který bude mít přesně definované chování, přesně definovaný čas provádění instrukcí a přesně definovaný rozsah a vlastnosti paměťové buňky. Potom dává dobrý smysl měřit časovou a paměťovou náročnost naprogramovaného algoritmu naprosto přesně – nezdržují nás vedlejší efekty reálných počítačů a operačních systémů.

    Jedním z mnoha teoretických modelů je tzv. Random Access Machine, neboli RAM.⟨6⟩ RAM není jeden pevný model, nýbrž spíše rodina podobných strojů, které sdílejí určité společné vlastnosti.

    Paměť RAMu tvoří pole celočíselných buněk adresovatelné celými čísly. Každá buňka pojme jedno celé číslo. Bystrý čtenář se nyní otáže: „To jako neomezeně velké číslo?“ Problematiku omezení kapacity buňky rozebereme níže.

    Program je konečná posloupnost sekvenčně prováděných instrukcí dvou typů: aritmetických a řídicích.

    Aritmetické instrukce mají obvykle dva vstupní argumenty a jeden výstupní argument. Argumenty mohou být buďto přímé konstanty (s výjimkou výstupního argumentu), přímo adresovaná paměťová buňka (zadaná číslem) nebo nepřímo adresovaná paměťová buňka (její adresa je uložena v přímo adresované buňce).

    Řídicí instrukce zahrnují skoky (na konkrétní instrukci programu), podmíněné skoky (například když se dva argumenty instrukce rovnají) a instrukci zastavení programu.

    Na začátku výpočtu obsahuje paměť v určených buňkách vstup a obsah ostatních buněk je nedefinován. Potom je program sekvenčně prováděn, instrukci za instrukcí. Po zastavení programu je obsah smluvených míst v paměti interpretován jako výstup programu.

    Zmiňme také, že existují „ještě teoretičtější“ výpočetní modely, jejichž zástupcem je tzv. Turingův stroj.

    Konkrétní model RAMu

    V našem popisu strojů z rodiny RAM jsme vynechali mnoho podstatných detailů. Například přesný čas vykonávání jednotlivých instrukcí, povolený rozsah čísel v jedné paměťové buňce, prostorovou složitost jedné buňky, přesné vymezení instrukční sady, zejména aritmetických operací.

    V tomto oddílu přesně definujeme jeden konkrétní model RAMu. Popíšeme tedy paměť, zacházení s programem a výpočtem, instrukční sadu a chování stroje.

    Procesor v každém kroku provede právě jednu instrukci. Typická instrukce přečte jeden nebo dva operandy z paměti, něco s nimi spočítá a výsledek opět uloží do paměti. Operandem instrukce může být:

    
      	
        literál – konstanta zakódovaná přímo v instrukci. Literály zapisujeme jako čísla v desítkové soustavě.

      

      	
        přímo adresovaná buňka – číslo uložené v paměťové buňce, jejíž adresa je zakódovaná v instrukci. Zapisujeme jako [adresa], kde adresa je libovolné celé číslo.

      

      	
        nepřímo adresovaná buňka – číslo uložené v buňce, jejíž adresa je v přímo adresované buňce. Píšeme [[adresa]].

      

    

    Operandy tedy mohou být například 42, [16], [-3] nebo [[16]], ale nikoliv [[[5]]] ani [3*[5]]. Svůj výsledek může instrukce uložit do přímo či nepřímo adresované paměťové buňky.

    Vstup a výstup stroj dostává a předává většinou v paměťových buňkách s nezápornými indexy, buňky se zápornými indexy se obvykle používají pro pomocná data a proměnné. Prvních 26 buněk se zápornými indexy, tj. [-1] až [-26] má pro snazší použití přiřazeny přezdívky A, B, až Z a říkáme jim registry. Jejich hodnoty lze libovolně číst a zapisovat a používat pro indexaci paměti, lze tedy psát např. [A], ale nikoliv [[A]]. Registry lze použít například jako úložiště často užívaných pomocných proměnných.

    Nyní vyjmenujeme instrukce stroje. X, Y a Z vždy představují některý z výše uvedených výrazů pro přístup do paměti či registrů, Y a Z mohou být navíc i konstanty.

    
      	
        Aritmetické instrukce:

        
          	
            Přiřazení: X := Y

          

          	
            Negace: X := -Y

          

          	
            Sčítání: X := Y + Z

          

          	
            Odčítání: X := Y - Z

          

          	
            Násobení: X := Y * Z

          

          	
            Celočíselné dělení: X := Y / Z
Číslo Z musí být nenulové. Zaokrouhlujeme vždy k nule, takže (−1) / 3 = 0 = -(1 / 3).

          

          	
            Zbytek po celočíselném dělení: X := Y % Z
Číslo Z musí být kladné. Dodržujeme, že (Y / Z) * Z + (Y % Z) = Y, takže (−1) % 3 = −1.

          

        

      

      	
        Logické instrukce:

        
          	
            Bitová konjunkce (and): X := Y & Z
i-tý bit výsledku je 1 právě tehdy, když jsou jedničkové i-té bity obou operandů. Například 12 & 5 = (1100)2 & (0101)2 = (0100)2 = 4.

          

          	
            Bitová disjunkce (or): X := Y | Z
i-tý bit výsledku je 1, pokud je jedničkový i-tý bit aspoň jednoho operandu. Například 12 | 5 = (1100)2 | (0101)2 = (1101)2 = 13.

          

          	
            Bitová nonekvivalence (xor): X := Y ^ Z
i-tý bit výsledku je 1, pokud je jedničkový i-tý bit právě jednoho operandu. Například 12 ^ 5 = (1100)2 ^ (0101)2 = (1001)2 = 9.

          

          	
            Bitový posun doleva: X := Y << Z
Doplnění Z nul na konec binárního zápisu čísla Y. Například 11 << 3 = (1011)2 << 3 = (1011000)2 = 88.

          

          	
            Bitový posun doprava: X := Y >> Z
Smazání posledních Z bitů binárního zápisu čísla Y. Například 11 >> 2 = (1011)2 >> 2 = (10)2 = 2.

          

        

      

      	
        Řídicí instrukce:

        
          	
            Ukončení výpočtu: halt

          

          	
            Nepodmíněný skok: goto label, kde label je návěští, které se definuje napsáním label: před instrukci.

          

          	
            Podmíněný příkaz: if podmínka then instrukce, přičemž instrukce je libovolná instrukce kromě podmíněného příkazu a podmínka je jeden z následujících logických výrazů:

            
              	
                Test rovnosti: Y = Z

              

              	
                Negace testu rovnosti: Y <> Z

              

              	
                Test ostré nerovnosti: Y < Z, případně Y > Z

              

              	
                Test neostré nerovnosti: Y <= Z, případně Y >= Z

              

            

          

        

      

    

    Doba provádění podmíněného příkazu nezávisí na splnění jeho podmínky a je stejná jako doba provádění libovolné jiné instrukce. Doba běhu programu, kterou používáme v naší definici časové složitosti, je tedy rovna celkovému počtu provedených instrukcí.

    S měřením spotřebované paměti musíme být trochu opatrnější, protože program by mohl využít malé množství buněk rozprostřených po obrovském prostoru. Budeme tedy měřit rozdíl mezi nejvyšším a nejnižším použitým indexem paměti.

    Časovou a paměťovou složitost pak definujeme zavedeným způsobem jako maximum ze spotřeby času a paměti přes všechny vstupy dané velikosti. Roli velikosti vstupu obvykle hraje počet paměťových buněk obsahujících vstup.

    Upozorňujeme, že do časové složitosti nepočítáme dobu potřebnou na načtení vstupu – podle naší konvence je vstup při zahájení výpočtu už přítomen v paměti. Můžeme tedy studovat i algoritmy s lepší než lineární časovou složitostí, například binární vyhledávání z oddílu 1.2. Pokud navíc program do vstupu nebude zapisovat, nebudeme paměť zabranou vstupem ani počítat do spotřebovaného prostoru.

    Příklad programu pro RAM

    Pro ilustraci přepíšeme algoritmus Hvězdičky2 z předchozích oddílů co nejvěrněji do programu pro náš RAM. Připomeňme tento algoritmus:

    
      
        Algoritmus
        Hvězdičky2
      

      Vstup: Číslo n

      
        	Pro i = 1, …, n opakujeme:

        	Pro j = 1, …, i opakujeme:

        	Vytiskneme *.

      

    

    Zadání pro RAM formulujeme takto: V buňce [0] je uloženo číslo n. Výstup je tvořen posloupností buněk počínaje [1], ve kterých je v každé zapsána jednička (namísto hvězdičky jako v původním programu).

    
                I := 1
          Z := 1
VNEJSI:   if I > [0] then halt
          J := 1
VNITRNI:  if J > I then goto DALSI
          [Z] := 1
          Z := Z + 1
          J := J + 1
          goto VNITRNI
DALSI:    I := I + 1
          goto VNEJSI

    

    Registry I a J odpovídají stejnojmenným proměnným algoritmu, registr Z ukazuje na buňku paměti, kam zapíšeme příští hvězdičku.

    Omezení kapacity paměťové buňky

    Náš model má zatím jednu výrazně nereálnou vlastnost – neomezenou kapacitu paměťové buňky. Toho lze využít k nejrůznějším trikům. Ponechme například čtenáři k rozmyšlení, jak veškerá data programu uložit do konstantně mnoha paměťových buněk (cvičení 2 a 3) a pomocí této „komprese“ programy absurdně zrychlovat (cvičení 9).

    Proto upravíme stroj tak, abychom na jednu stranu neomezili kapacitu buňky příliš, ale na druhou stranu kompenzovali nepřirozené výhody plynoucí z její neomezenosti. Možností je mnoho, ukážeme jich tedy několik, ke každé dodáme, jaké jsou její výhody a nevýhody, a na závěr zvolíme tu, kterou budeme používat v celé knize.

    Přiblížení první. Omezíme kapacitu paměťové buňky pevnou konstantou, řekněme na 64 bitů. Tím jistě odpadnou problémy s neomezenou kapacitou, lze si také představit, že aritmetické instrukce pracující s 64-bitovými čísly lze hardwarově realizovat v jednotkovém čase. Aritmetiku čísel delších než 64 bitů lze řešit funkcemi na práci s dlouhými čísly rozloženými do více paměťových buněk. Zásadní nevýhoda však spočívá v tom, že jsme omezili i adresy paměťových buněk. Každý program proto může použít pouze konstantní množství paměti: 264 buněk. Současné počítače typu PC to tak sice skutečně mají, nicméně z teoretického hlediska je takový stroj nevyhovující, protože umožňuje zpracovávat pouze konstantně velké vstupy.

    Přiblížení druhé. Abychom mohli adresovat libovolně velký vstup, potřebujeme čísla o alespoň log n bitech, kde n je velikost vstupu. Omezíme tedy velikost čísla v jedné paměťové buňce na k ⋅ log n bitů, kde k je libovolná konstanta. Hodnota čísla pak musí být menší než 2k log n = 2k log n = (2log n)k = nk. Jinými slovy, hodnoty čísel jsme omezili nějakým polynomem ve velikosti vstupu.

    Tento model odstraňuje spoustu nevýhod předchozího: většina zákeřných triků využívajících kombinaci neomezené kapacity buňky a jednotkové ceny instrukce k nepřirozeně rychlému počítání na něm neuspěje. Model má jedno omezení – pokud je velikost čísla v buňce nejvýše polynomiální, znamená to, že nemůžeme použít exponenciálně či více paměťových buněk, protože jich tolik zkrátka nenaadresujeme. Nemůžeme tedy na tomto stroji používat algoritmy s exponenciální paměťovou složitostí. Ty jsou sice málokdy praktické, ale například v oddílu 19.5 se nám budou hodit.

    Přiblížení třetí. Abychom neomezili množství paměti, potřebujeme povolit libovolně velká čísla. Vzdejme se tedy naopak předpokladu, že všechny instrukce trvají stejně dlouho. Zavedeme logaritmickou cenu instrukce. To znamená, že jedna instrukce potrvá tolik jednotek času, kolik je součet velikostí všech čísel, s nimiž pracuje, měřený v bitech. To zahrnuje operandy, výsledek i adresy použitých buněk paměti. Cena se nazývá logaritmická proto, že počet bitů čísla je úměrný logaritmu čísla. Tedy například instrukce [5] := 3*8 bude mít cenu 2 + 4 + 5 + 3 = 14 jednotek času, protože čísla 3 a 8 mají 2 a 4 bity, výsledek 24 zabere 5 bitů a ukládá se na adresu 5 zapsanou 3-bitovým číslem.

    Je sice stále možné uložit veškerá data programu do konstantně mnoha buněk, ale instrukce s takovými čísly pracují výrazně pomaleji. V tom spočívá i nevýhoda modelu. I jednoduché algoritmy, které původně měly evidentně lineární časovou složitost, najednou poběží pomaleji – například vypsání n hvězdiček potrvá Θ(n log n), jelikož i obyčejné zvýšení řídicí proměnné cyklu zabere čas Θ(log n). To je poněkud nepohodlné a skutečné počítače se tak nechovají.

    Přiblížení čtvrté. Pokusme se o kompromis mezi předchozími dvěma modely. Zavedeme poměrnou logaritmickou cenu instrukce. To bude logaritmická cena vydělená logaritmem velikosti vstupu a zaokrouhlená nahoru. Dokud tedy budeme pracovat s polynomiálně velkými čísly (tedy o řádově logaritmickém počtu bitů), poměr bude shora omezen konstantou a budeme si moci představovat, že všechny instrukce mají konstantní ceny. Jakmile začneme pracovat s většími čísly, cena instrukcí odpovídajícím způsobem poroste.

    Poměrné logaritmické ceny se tedy chovají intuitivně, neomezují adresovatelný prostor a odstraňují paradoxy původního modelu. Všechny algoritmy v této knize tedy budeme analyzovat v tomto modelu. Navíc použijeme podobný model i pro měření spotřebované paměti: jedna buňka paměti zabere tolik prostoru, kolik je počet bitů potřebných na reprezentaci její adresy a hodnoty, relativně k logaritmu velikosti vstupu. Započítáme všechny buňky mezi minimální a maximální adresou, na níž program přistoupil.

    Naše teoretická práce je nyní u konce. Máme přesnou definici teoretického stroje RAM, pro který je přesně definována časová a prostorová složitost programů na něm běžících. Můžeme se pustit do analýzy konkrétních algoritmů.

    Cvičení

    1. Naprogramujte na RAMu zbývající algoritmy z oddílu 2.2 a z úvodní kapitoly.

    2. Mějme RAM s neomezenou velikosti čísel. Vymyslete, jak zakódovat libovolné množství celých čísel c1, …, cn do jednoho celého čísla C tak, aby se jednotlivá čísla ci dala jednoznačně dekódovat.

    3. Navrhněte postup, jak v případě neomezené kapacity paměťové buňky pozměnit libovolný program na RAMu tak, aby používal jen konstantně mnoho paměťových buněk. Program můžete libovolně zpomalit. Kolik nejméně buněk je potřeba?

    4. Spočítejte přesně počet provedených instrukcí v algoritmu Hvězdičky2 naprogramovaném na RAMu. Vyjádřete jej jako funkci proměnné n.

    5. Pokračujme v předchozím cvičení: jaká bude přesná doba běhu programu, zavedeme-li logaritmickou, případně poměrnou logaritmickou cenu instrukce?

    6. Rozmyslete si, jak do instrukcí RAMu překládat konstrukce známé z vyšších programovacích jazyků: podmínky, cykly, volání podprogramů s lokálními proměnnými a rekurzí.

    7. Vymyslete, jak na RAMu prohodit obsah dvou paměťových buněk, aniž byste použili jakoukoliv jinou buňku.

    8.* Vymyslete, jak na RAMu v konstantním čase otestovat, zda je číslo mocninou dvojky.

    9. Mějme RAM s jednotkovou cenou instrukce a neomezenou velikostí čísel. Ukažte, jak v čase 𝒪(n) zakódovat vektor n přirozených čísel tak, abyste z kódů uměli v konstantním čase vypočítat skalární součin dvou vektorů. Z toho odvoďte algoritmus pro násobení matic n × n v čase 𝒪(n2).

    10. Interaktivní RAM: Na naší verzi RAMu dostanou všechny programy hned na začátku celý vstup, pak nějakou dobu počítají a nakonec vydají celý výstup. Někdy se hodí dostávat vstup po částech a průběžně na něj reagovat. Navrhněte rozšíření RAMu, které to umožní.

    11. Registrový stroj je ještě jednodušší model výpočtu. Disponuje konečným počtem registrů, každý je schopen pojmout jedno přirozené číslo. Má tři instrukce: inc pro zvýšení hodnoty registru o 1, dec pro snížení o 1 (snížením nuly vyjde opět nula) a jmpeq pro skok, pokud se hodnoty dvou registrů rovnají. Vymyslete, jak na registrovém stroji naprogramovat vynulování registru, zkopírování hodnoty z jednoho registru do druhého a vynásobení dvou registrů.

    12.* Mějme program pro RAM, jehož vstupem a výstupem je konstantně mnoho čísel (z cvičení 3 víme, že libovolný vstup lze takto zakódovat). Ukažte, jak takový program přeložit na program pro registrový stroj, který počítá totéž. Časová složitost se překladem může libovolně zhoršit.

  
    3 Třídění

  
3  Třídění

Vyhledávání ve velkém množství dat je každodenním chlebem programátora. Hledání bývá snazší, pokud si data vhodným způsobem uspořádáme. Seřadíme-li například pole n čísel podle velikosti, algoritmus binárního vyhledávání z oddílu 1.2 v nich dokáže hledat v čase Θ(log n). V této kapitole prozkoumáme různé způsoby, jak data efektivně seřadit neboli setřídit.⟨7⟩



	
	


	
		Vážení čtenáři, právě jste dočetli ukázku z knihy Průvodce labyrintem algoritmů.

		Pokud se Vám ukázka líbila, na našem webu si můžete zakoupit celou knihu.
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