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1

Uvobp

V 1été 1666 spatfil Isaac Newton na své zahradé
padajici jablko a okamzité tuto zkuSenost pretavil na
objev kalkulu a teorie gravitace.

Tak alesponi pravi legenda.

Jakkoli tato historka az prili§ zjednodusSuje skutec-
nost, je nepochybné dobrym kandiddtem na nejlepsi
zpusob, jak zapocit vypraveéni o kalkulu.

Jablko totiz pfi padu zrychluje.
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Obr. 1: Newton a jablko.



KALKULUS A JEHO DOBRODRUZSTVI

PoloZzme si zasadni otazku. Co vlastné minime oka-
mZitou rychlosti jablka v daném Case? Znamy vzore-
cek
vzdalenost

rychlost =
cas

totiZz plati pouze v pfipadé, kdy je rychlost pohybu
konstantni, tedy kdy je vzdalenost pfimo imérna Casu.
Jinak feceno, vzorecek funguje jediné za predpokladu,
7e graf zavislosti uraZzené vzdalenosti na ubéhlém Case
ma tvar rovné Cary. Rychlost je pak reprezentovana
sklonem, nebo feknéme strmosti této ¢ary, jak vidime
na obrazku 2.

vzdalenost vzdalenost

I~ <

Cas Cas
pomalu rychle

Obr. 2: Pohyb konstantni rychlosti.

JenomZe padajici jablko pfimou tméru mezi vzda-
lenosti a ¢asem nedodrZuje. Jak odhalil Galileo, vzda-
lenost je v tomto pripade pfimo Gmérnd druhé mocniné
Casu, tedy #°.

Padajici plod se za né&jaky ¢as propadne o urcity
tsek. AvSak nechame-1i ubéhnout dvojnasobek tohoto
Casu, nalezneme jablko dokonce o ¢tyfndsobek zmi-
néného tseku niZe, protoze 2% = 4. Zndzornime-li si
zavislost vzdalenosti na ¢ase, dostaneme kiivku na ob-
razku 3, kterd se ohybd smérem nahoru.



KapitoLa 1: Uvop

hloubka

palolu

Obr. 3: Jak pada jablko.

Je zfejmé, Ze meénici se strmost kiivky v jistém
smyslu ilustruje rostouci pomér vzdélenosti, o kterou
se jablko propadne, k ubéhlému casu.

Studium vyvoje poméru mezi ¢imsi, co zrovna pro-
chazi jakousi zménou v Case, je jednou z Ustfednich
myslenek kalkulu vibec.

O kalkulu se nékdy fika, Ze popisuje zménu, ale
moznd o néco lepsi by bylo fict, Ze jde o rychlost této
zmény.

Obr. 4: (a) Isaac Newton (1642-1727),
(b) Gottfried Leibniz (1646-1716).



KALKULUS A JEHO DOBRODRUZSTVI

Véc dostala opravdovy spad ve druhé puli sedmnac-
tého stoleti, a to zejména diky praci Isaaca Newtona
v Anglii a Gottfrieda Leibnize v Némecku.

Ti dva se nikdy nepotkali. Probihala ale mezi nimi
jakasi mirné ostrazita (a neprimd) korespondence,
ktera se zpocatku nesla v pratelském a zdvorilém du-
chu. Jak Sel Cas, pratelsky duch se vytratil a vztah se
vyvinul v ostrou hadku o to, kdo skutecné ,,vynalezl*
kalkulus.

K historii si fekneme vice pozdéji, nasim hlavnim
cilem v této knize vsak bude kalkulus sam.

Ze vseho nejvice se budeme snazit o vykresleni to-
hoto tématu v celé jeho $ifi a rozmanitosti. Soustfe-
dime se na nejdilezitéjsi myslenky objevujici se ve
vyvoji kalkulu a na nékteré jejich historické aspekty.

Uvidime také, pro¢ kalkulus zaujima tak zdsadni
postaveni v rozvoji fyziky a dalSich véd.

Jednim z naSich konkrétnich cilti bude napriklad
rozvoj teorie do takové hloubky, abychom byli schopni
pochopit, jak funguji vibrace kytarové struny (obra-
zek 5).

Obr. 5: Vibrace kytarové struny.

Budeme ale také klast duraz na ty pfipady, ve kte-
rych mame z vysledkd kalkulu potéSeni jen pro né
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KaprtoLA 1: Uvop

samotné, bez ohledu na néjaké ptipadné praktické apli-
kace.

Kuprtikladu na obrdzku 6 vidime prekvapujici sou-
vislost mezi Cislem 7 (0 némZ mame za to, Ze by se
mélo tykat kruznic) a lichymi Cisly.

Obr. 6: Podivuhodnd souvislost.

Mimo jiné se v pravou chvili pokusime dokézat,
proc¢ by viibec néco takového mélo platit.

Krétce tedy lze fict, Ze tato kniZecka je o néco ambi-
ci6znéjsi, neZ vypada. Pokud vse ptijde dobie, dozvime
se nejen, co je to kalkulus, ale také jak se do néj pustit.
Nejprve si vSak bude nutné trochu promyslet, jaka je
vlastné podstata a duch matematiky samotné.

11



DUCH MATEMATIKY

V babylonskych sbirkdch Yaleovy univerzity nalez-
neme slavnou hlinénou tabulku zndmou pod oznace-
nim YBC 7289. Pochédzi z doby kolem roku 1700 pred
naSim letopoctem a nachdzi se na ni jednoduchy geo-
metricky obrazec (obrazek 7).

Obr. 7: Ctverec s Ghlopfickami.

Nécrtek je opatfen klinopisnym textem, ktery, jak se
ukdzalo po jeho rozlusténi, obsahuje pfiblizny vypocet
&isla +/2, a to s presnosti lepsi nez jedna miliontina.

Jak mohl pisatel védét, Ze ve Ctverci je pomér délky
ahlopficky k délce strany roven +/2?

Muzeme se pouze dohadovat, ale mohlo to byt tak,
Ze se odvolal na diagram na obrazku 8.

Obsah velkého Ctverce je roven 2-2 = 4. Obsah
vystinovaného Ctverce je evidentné roven poloviné
této hodnoty, tedy dvéma. TakZe délka strany Sedého
Ctverce musi byt rovna V2.

12



KAPITOLA 2: DUCH MATEMATIKY

1
Obr. 8: Jednoduch& dedukce.

Uvedeny deduktivni aspekt predstavuje zptisob uva-
Zovani, ktery se v souCasné matematice povazuje za
zakladni.

Nespokojime se s kladenim jednoduchych otazek
typu ,,Co plati?“. Misto toho nas zajima ,,ProC to
plati?*.

Matematici se, kdekoli je to mozné, pidi po obec-
nosti. Zainym piikladem je Pythagorova véta, nebot’
z ni vyplyva piekvapive jednoduchy vztah mezi stra-
nami kteréhokoli pravoihlého trojahelnika, at’ je krat-
ky a tlusty, nebo dlouhy a tenky.

a’*+b* = c?

a

Obr. 9: Pythagorova véta.

To, co fadi Pythagorovu vétu mezi to nejlepsi, co
se kdy v matematice objevilo, je pravé jeji naprosta
obecnost.

13
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Algebra

Zatimco geometrie pochdzi z dob antického Recka
a snad i diivéj$ich, patfi algebra, alespoii v té podobé,
jak ji zname dnes, k mnohem mlad$im konceptim.

Dokonce i ndm divérné znamy symbol ,,= se ob-
jevil az v roce 1557, tedy necelé jedno stoleti predtim,
neZ se narodil Newton.

Hlavnim poslanim algebry je, aby ndm pomohla vy-
jadrit obecné matematické myslenky a spravné s nimi
manipulovat co nejstru¢néj$im zpisobem.

Jednim z algebraickych vysledkd, ktery se jesté pro-
kaze jako velmi uZitecny, je vzoreCek

(x +a)* =x% +2ax + a°.

Tento vztah plati pro libovolna Cisla x a a, kladnd i za-
pornd, a to diky pravidlim elementdrni algebry, ale
v ptipadé€, kdy jsou obé Cisla a, x kladna, jej 1ze do-
konce zndzornit geometricky pomoci obsahd ¢tverci
a obdélniku (obrazek 10).

a ax a2
X X2 ax
X a

Obr. 10: Geometricky zndzornéna algebra.
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KAPITOLA 2: DUCH MATEMATIKY

Dukaz

V matematice se nékdy stane, Ze vlastni deduktivni
postup nebo ditkaz je saim o sobé zdrojem potésSeni.

Uvazujme naptiklad diikaz Pythagorovy véty na ob-
razku 11.

b a
Obr. 11: Dukaz Pythagorovy véty.

Umistili jsme Ctyfi kopie naseho pravouhlého troj-
thelnika do ctverce o strané délky a+b, ¢cimzZ vprostied
vznikl &tverec o plose ¢

Kazdy z pravouthlych trojihelniki md obsah %ab,
takZe obsah velkého &tverce je roven c? + 2ab.

Ale zdrovei je roven (a + b)? = a® + 2ab + b>.

Tedy

a’+b* =

Uvedeny diikkaz Pythagorovy véty patii asi k t€m

nejlepsim, a to pro jeho eleganci a vystiZnost.

15



KALKULUS A JEHO DOBRODRUZSTVI

Cesta ke hvézdam. ..

Béhem celé historie hrdla matematika zdsadni roli
v nasem nazirani na to, jak svét doopravdy funguje.

Zvlasté povaha vesmiru byla vZdy inspiraci k pre-
mySsleni. Abychom ji mohli studovat, je vSak nevyhnu-
telné nutné zacit s méfenim Zeme.

Jednim ze zpisobd, jak se toho zhostit, je vylézt
na horu o zndmé vysce H a odhadnout vzdalenost D
od obzoru (obrazek 12). Diky tomu, Ze smér pohledu
P Q je tecnou k povrchu Zemé, bude svirat pravy thel
s polomérem O Q, a tedy O Q P tvorii pravoahly troj-
thelnik.

Pomoci Pythagorovy véty dostaneme

(R+ H)*>=R*+ D>,

kde R je polomér Zemé. PiepiSeme-li levou stranu
rovnice do tvaru R? + 2RH + H? a vyrusime ¢len R?
spole¢ny obéma stranam, dostaneme 2R H + H? = D?.

HIND
~<
R
R
0

Obr. 12: Méreni Zemé.
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KAPITOLA 2: DUCH MATEMATIKY

Pfi praktickych pokusech bude hodnota H zane-
dbatelna vzhledem k R, a tedy bude H? zanedbatelné
vzhledem k 2R H. Proto je 2R H piiblizné rovno D?,
tedy

D2
T2H

Nékdy kolem roku 1019 vyuzil podobné Givahy uce-
nec Al-Birtni k odhadu velikosti poloméru Zemé. Vy-
sledek, ktery obdrZel, se od hodnoty, kterou povazu-
jeme dnes za spravnou, li§i o méné neZ jedno procento.
Na svou dobu §lo o naprosto mimofadny vykon.

Rovnice a krivky

Tuto kapitolu zakon¢ime upozornénim na jedno
velmi zajimavé misto, kde se algebra a geometrie po-
tkavaji.

Maime-li dnes k dispozici né¢jaky vztah mezi dvéma
Cisly, feknéme y = x2, nic ndm nebrani chépat x a y
jako souradnice, pomoci nichz pak sestrojime graf
uvedené zavislosti (obrazek 13).

y
\ 6 /
4 y=x*
2
\‘\ //
-3 -2 -1 0 1 2 3 *

Obr. 13: Soufadnicova geometrie.
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KALKULUS A JEHO DOBRODRUZSTVI

Nase rovnice je pak reprezentovana kiivkou. A na-
opak, kdyZ néjaka geometricka tiloha obsahuje jistou
kfivku, snaZime se ji popsat algebraickou rovnici.

V Newtonové dobé byla ale tato mySlenka zcela
nova. Vdécime za ni zejména dvéma francouzskym
matematiktim, Pierru de Fermatovi (1601-1665) a Re-
nému Descartesovi (1596-1650).

Ted’ jsme se sice uz docela dost priblizili ke kal-
kulu, pojdme se ale jesté podivat na jednu klicovou
myslenku. . .

18



NEKONECNO

Nekonec¢no se do naseho piibéhu dostdvd velice
zahy, a sice v Archimedové dob¢, tedy nékdy kolem
roku 220 pf. n. L.

Pfesnéji feCeno jde o mySlenku postupného p#ibli-
Zovdni se k nekone¢nu. Za¢neme nekolika priklady.

Obsah kruhu

N

Oba vzorecky na obrdzku 14 patii k nejzndmé;jSim
matematickym vzorcim vSech dob. Pro¢ ale vlastné
plati?

obvod = 27rr

obsah = 1?2

Obr. 14: Vzorce pro kruh.
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KALKULUS A JEHO DOBRODRUZSTVI

Tak tedy, pro acely této knizky budeme definovat
Cislo w predpisem

obvod kruhu
=
prumér

protoZe tento pomér je spoleény vSem kruhdm.

Je-li polomér kruhu roven r, potom je jeho prumér
roven 2r, a tedy prvni vzorec na obrazku 14 plyne
ptimo z definice. Jde viceméné o pouhé preformulo-
vani toho, co presné oznacuje ¢islo 7.

Zato druhy vzorec, tedy ,,obsah = 7r%“, je z Gplné
jiného tésta.

Abychom pochopili, pro¢ tato formule plati, po-
stupujme podle Archimeda (prozatim pomérné voln¢)
a spolu s nim vpisujme do kruhu pravidelné mnoho-
thelniky o N stranich (obrazek 15).

—

A B
Obr. 15: Aproximace kruhu.

20
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KaZzdy takovy mnohothelnik se skladd z N trojthel-
nikd typu OAB, kde O je stfed kruhu. Obsah kaz-
dého z téchto trojihelnikli je roven poloviné souéinu
délky jeho zdkladny AB a vysky H. Celkovy obsah
N -thelnika bude tedy roven N-ndsobku této hodnoty,
tedy -(AB)-H-N.

Ale (AB) - N je délka obvodu N-thelnika, tedy

1
obsah N-thelnika = 3 obvod N-thelnika - H.

Myslenka spociva v pozorovéni, co se bude dit,
bude-li N stile vétsi a vetsi, tedy budeme-li neustéle
zvySovat pocet stran mnohothelnika (obrazek 16).

N=6 N=12
Obr. 16: Blize a blize...

Je zfejmé, Ze bude-li N naristat, pak se bude ob-
vod N -tihelnika stéle vice pfibliZzovat hodnoté obvodu
kruhu, tedy 2.

Zaroven se H bude stéle vice ptibliZzovat hodnoté r.

TakZe se obsah mnohouthelnika stdle vice a vice
priblizuje hodnoté

1

=27y -r,

2

coZ je rovno mr>.

21
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Pojem limity

MEli bychom radéji hned pfiznat, Ze celé toto nase
povidani o ,,dostavani se bliZe a bliZze* je pfinejlepSim
trochu vagni.

Mohli bychom se vyjadrfit presnéji a fict, Ze obsah
kruhu je limitou obsahu mnohothelnikd pro N — oo,
tedy pro N jdouci do nekonecna.

Tim zhruba feceno myslime to, Ze vezmeme-li N
dostatecné veliké, pak budeme schopni ucinit rozdil
mezi obéma obsahy libovolné maly.

Pravé uvedend myslenka limity je astfedni ideou
celého kalkulu, zatim je vSak velice choulostiva a bu-
deme ji v dalSim textu muset poradné vypiplat a zocelit.

Véci také moc nepomdha to, Ze vlastni slovo ,,li-
mita“ oznacuje néco uplné jiného, nez vyraz ,limit*,
ktery divérné zname z kazdodenni praxe.

Tedy (a ted’ hovorime opravdu velmi nepresné) ale-
spoii prozatim pro nds bude matematicky pojem limity
jakousi hodnotou, k niZ se budeme umét priblizit libo-
volné blizko, pokud se budeme opravdu snaZit.

Nekoneéna rada

Dalsi cestou, kterou se do naSeho piibéhu miize
vloudit nekonec¢no, je koncept nekonecné rady, coz
je objekt typu

Na prvni pohled hned vidime, Ze jde o cosi velice po-
divuhodného. ProtoZe na levé strané s¢itdme kladné
hodnoty, se s¢itinim nikdy nepfestaneme (jak nazna-
cuji tfi tecky), a presto vyjde soucCet na pravé strané
konecny, tedy %

22



KAPITOLA 3: NEKONECNO

Pro tuto chvili si dovolime ,,dukaz obrazkem®, na
kterém je znazornén Ctverec o stran¢ 1. Tento Ctve-
rec je poskladan z posloupnosti stale se zmensujicich
a zmenSujicich ¢tvereckl (obrazek 17).

_|_

-

N

Obr. 17: ,Dikaz obrazkem®.

Obsah vystinované oblasti pak pfedstavuje soucet
nasi nekonecné rfady, a je snad ziejmé, Ze vyznacend
plocha zabira tfetinu celkové plochy Ctverce, protoze
¢tverec vlevo dole ma po svych dvou stranach jednu
svou presnou kopii a ve ¢tverci vpravo nahore se celd
situace opakuje.

Je tfeba ovSem znovu pfiznat, Ze 1 pravé uvedeny
dikaz ma jisté mezery a Ze byl proveden ponékud
lezérné. Trochu lepsi predstavu o vyznamu vzorecku
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Vazeni Ctenéfi, prave jste docetli ukazku z knihy Kalkulus a jeho dobrodruzstvi.
Pokud se Vam ukazka libila, na nasem webu si miiZete zakoupit celou knihu.



